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Formali

Raunfallagreining heitir st grein steerofraedi sem faest vio raungild f6ll. Jafn-
framt pvi ad vera ein af hofudgreinum steerofrecdinnar er hin undirstada
margra visinda- og teeknigreina, til deemis edlisfraedi og verkfraedi, auk pess
sem hin gegnir veigamiklu hlutverki 1 greinum eins og hagfraedi, liffreedi og
efnafraedi. Fraedin um f6ll af einni raunbreytu eru hornsteinn raunfallagrein-
ingarinnar. Pau marka upphaf hennar sem og upphaf niatimasteerdfraedi og
eiga raetur sinar ad rekja til uppgotvana Newtons og Leibnitz 4 ofanverdri
17. old.

Mikill fjoldi boka, sem fjalla um foll af einni raunbreytu, hefur verio gef-
inn 1t 1 teekniveeddari hlutum heimsins. Hingad til hefur p6 vantad itarlegt
grundvallarrit um petta efni & islensku. Bok peirri, sem hér er fylgt ur hladi,
er xtlad ad baeta litillega tr pvi. Pad er von héfunda ad hun gagnist peim
sem vilja lesa sér til um betta mikilveega efni & islensku.

Helstu efnisatridi bokarinnar eru sem hér segir. I fyrsta kafla er fjallad
um talnakerfin: heilar télur, reedar tolur, rauntélur og tvinntolur og helstu
reikniadgerdir peirra. Hugtakio héalflina er skilgreint og af pvi leidd hugtokin
efri og nedri mork. I 60rum kafla er byrjad a hugtakinu fall og sidan fjallad
sérstaklega um runur og radir. Hugtakio samleitni er fyrst kynnt med ¢form-
legum haetti en sidan skilgreint med staerofreedilegri nakveemni. P& eru helstu
samleitnisprof rada leidd ut. I pridja kafla er byrjad ad reeda 61l af einni raun-
breytu og hugtakid samfelldni. Samfelldnihugtakio er fyrst sett 6formlega
fram, en sidan skilgreint nakveemlega med svokalladri epsilon-delta skilgrein-
ingu. Helstu eiginleikar samfelldra falla af einni raunbreytu eru leiddir 1t
og hornafsllum gerd skil. I kéflum fjogur og fimm er fjallad um diffrun og
heildun, en pessi hugtok raunfallagreiningar eru helstu hjalparteekin { steerd-
freedilegri framsetningu raunvisinda svo og 1 flestum 60rum fraedigreinum par
sem steerdfraedi er beitt. Fjallad er um notkun diffrunar vid athuganir 4 hego-
un falla og um nalgun diffranlegra falla med marglioum. Heildi er kynnt { lok
umfjollunar um flatarmal. Synt er hvernig lita megi & diffrun og heildun sem
andhverfar adgerdir. Kafli sex fjallar um ymis algeng foll svo sem lygra og
veldisvisisfoll. I kafla sj6 eru tengsl diffrunar og heildunar notud til ad reikna
heildi nakveemlega. I attunda kafla er aftur fengist vid marglidunalganir dif-
franlegra falla og sérstaklega fjallad um foll sem unnt er ad setja fram sem
veldaradir. I niunda kafla og sidasta kafla bokarinnar er nidurstédum tr fyrri
koflum beitt vid ad leysa diffurjofnur af fyrsta og 6dru stigi. Fjallad er um
lausnir & linulegum fyrsta stigs diffurjéfnum og 4 adgreinanlegum fyrsta stigs
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diffurjofnum. Pa er veldisvisisfallid af einni tvinntélubreytu skilgreint og pad
sidan notad til ad setja fram almenna lausn & annars stigs linulegum diffur-
jofnum med fastastudlum. Bokinnni lykur svo med umfjollun um samband
hornafallanna og veldisvisisfallsins af einni tvinntolubreytu.

Bok bessi hefur birst { nokkrum tutgafum og hafa ymsir rétt okkur hjalp-
arhond vid fragang peirra. Sérstaklega viljum vid geta framlags peirra Freyju
Hreinsdottur og Gisla Massonar sem bjuggu fyrstu ttgafu hennar til prent-
unar.

Reykjavik, 3. agust 2005.

Eggert Briem
Jon Ingolfur Magntisson

Pessi rafreena utgafa er nokkud breytt fra fyrri atgafum. I stad hinna
svonefndu e-9 lysinga eru aukastafir notadir og i lysingu & markgildum og
samfelldni er studst vid runur.
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Kafli 1
Talnakerfin

1.1 Smaéavegis rokfraedi

I pessu hefti er mikid af steerdfreedilegum sénnunum. Adur en vid hefjum

umfjollun um rauntolurnar fjollum vio stuttlega um fyrirbeerid sénnun.
Déeemi um steerdfraedilega setningu og sonnun hennar er eftirfarandi:

Setning Margfeldi tveggja oddatalna er oddatala.

Sonnun. Oddatala er tala af gerdinni 2p + 1 par sem p er heil tala . Latum
2p + 1 og 2q + 1 vera tveer oddatolur. Margfeldi peirra er pa

(2p+1)(2¢+1)=4pg+2p+29+1=2(22pg+p+q)+1

sen er oddatala. O

Hér er visad i skilgreiningu (4 oddatoélu) og reiknireglur um margfeldi og
samlagningu heilla talna.. Ekki er reynt ad margfalda samman allar tveer
oddatolur, heldur eru teknar tveer 6tilgreindar oddatolur, paer margfaldadar
saman og sidan undanskilio ad nidurstadan gildi par med um allar tveer slikar.
Vid athugum betta nanar hér & eftir.

Steerdfredileg setning er steerdfraedileg fullyrding, en fullyrding er setning
sem er annad hvort sonn eda folsk. Deemi um fullyrdingar eru setningar eins

08,

Island er eyja.
Sigmundur Davio er forseti Islands.
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2 KAFLI 1. TALNAKERFIN

Akranes sést fra Reykjavik.
Margfeldi tveggja oddatalna er oddatala.
Tvisvar sinnum tveir eru fimm.

Sumar fullyrdinganna eru sannar adrar ekki. Tveer sidustu eru steerd-
freedilegar fullyroingar. Daemi um setningar sem eru ekki fullyrdingar eru
setningar eins og,

Hvao er klukkan?
Farou burt.
Pad verdur vont vedur sama dag ad dri.

Sumar setningar lita naestum pvi Ut eins og fullyrdingar,
Hann er mjog goour 7 handbolta.

Vid getum litid 4 setninguna sem skara af fullyrdingum, hver um sig
akvardast af pvi hver ,hann” er.

Oli er mjog godur 7 handbolta.
Fyrri setningin er kollud opin yrding. Deemi um fleiri slikar eru t.d.

Hun er rector.
x er frumtala.
x -y er oddatala.

Hér kallast ,haun” og = og y frijdlsar breytur. Ef vid setjum Kristin Ingolfs-
dottir 1 fyrstu setninguna, 8 i ba naestu og 7 og 3 1 pa sidustu fast fullyrdingar.
Skodum opnu yrdinguna,

x -y er oddatala.
og berum saman vid setninguna,
Ef x og y eru oddatdlur pd er x -y oddatala.

(setningin sem vid vorum ad sanna.) Er petta ekki opin yrding? Nei, svo
er ekki. Petta er yrding um allar tveer oddatolur eda 61l por af oddatolum.
Petta sjaum vid betur ef vido umritum setninguna,

Um 6ll por x,y af oddatélum gildir ad x -y er oddatala.

Frasarnir ,um 611" eda ,fyrir 611" eru deemi um allsherjarmagnara, takn V.
Annar magnari er hinn svonefndi tilvistarmagnari, takn 3, lesio ,til er” eda
ybil eru”. Skodum fullyrdinguna,
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Ef x er heiltala pd er x> —1 < 0
sem lika ma skrifa sem
Y, par sem x er heiltala, gildir ad 2> —1 <0 .

Pessi fullyrding um allar heiltolur x er f6lsk eins og x = 2 synir. Vid getum
lika skrifad petta med tilvistarmagnaranum: 4z, par sem x er heiltala, pannig
ad 72 — 1 < 0 stenst ekki, t.d. = 2. Talan 2 er mdtdemi vid yrdinguna eda
setninguna og vid héfum afsannad hana med moétdeemi.

Steerofreedilegar setningar eru oft af gerdinni,
Ef P er sonn fullyroing pda er Q lika sonn fullyroing
Oft stytt 1 ef P pa () eda med taknum P = Q).

Slik setning kallast leiding. Leidingin P = @ er sénn ef P er sonn og @)
er sonn, en folsk ef P er sonn og @ folsk.

Sénnun felst oft 1 pvi ad syna fram a sanngildi @) ef vitad er ad P er sonn,
a0 leida Q) ut fra P. Setningin telst sonnud, og par med soénn ef pad tekst.

N1 eru tveir moguleikar um @), annad hvort er () sénn eda pa @) er folsk.
Vid getum ba lika sagt ad setningin hafi verid sénnud ef vid getum ttilokad
ad fullyrdingin @) sé folsk pegar vitad er ad P er sonn.

Til a0 skoda petta nanar skodoum vid neitun fullyrdingar. Neitun fullyro-
ingar R er fullyrding, taknud med — R, lesid ekki R sem er folsk pegar R er
sonn og sonn pegar R er {olsk.

Skodum nu aftur leidinguna P = () par sem vitad er ad P er sonn. Ef
Q er folsk pa er =@ sénn. Litum & leidinguna =) = —P. Ef han er sénn pa
er - P sonn, sem stenst ekki pvi gefid er ad P er sonn. Pess vegna getur —(Q)
ekki verid sonn, p.e.a..s. () hlytur ad vera sonn. Pessi sonnunaradferd kallast
obein sonnun. Litum & deemi.

Setning Ef 3 gengur ekki upp 7 2% pd gengur 3 ekki upp 7 x.

Sonnun. Vio fyrstu syn virdist hér um opna yrdingu ad raeda, en med umorod-
un sést ad svo er ekki:

Um allar heilar télur x pannig ad 8 gengur ekki upp x* gildir ad 3 gengur
ekki upp 7 x.

Sonnun. Pessi setningu ma sanna med pvi ad nota pattun nattirulegra talna
i frumtolur. Profum hins vegar ad nota 6beina sénnun. P& géngum vid 1t
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fra pvi ad 3 gangi upp i . Pa er til tala k pannig ad 3-k = z. En ba er
2?2 = (3-k)(3-k) = 3% k* sem stenst ekki.

Skodum adra nidurstoou.

Setning Frumtolurnar eru dendanlega margar.

Sonnun. Neitun pessarar fullyroingar er fullyrdingin, frumtélurnar eru ekki
oendanlega margar. Paer eru pvi endanlega margar. Margféldum paer saman
og leggjum 1 vid. Kollum tutkomuna g. Talan ¢ er steerri en allar frumtol-
urnar og er pvi ekki frumtala. Par med gengur a.m.k. ein frumtala upp f
q. Su frumtala gengur lika upp i margfeldi allra frumtalnanna og par med
upp { mismun ¢ og margfeldis frumtalnanna. En s4 mismunur er 1. Ut fra
forsendunni ad frumtolurnar séu endanlega margar getum vio alyktad ad til
sé frumtala sem gengur upp i 1. Forsendan hlytur pvi ad vera folsk. O

Algengar samsettar yroingar eru yroingarnar P eda @), tdknad PV Q
og P og @ tdknad P A Q). Yrdingin P V () er sonn ef énnur hvor eda badar
yroingarnar P og () eru sannar, annars folsk. Vid getum lika ordad betta
pannig: Yrdingin P V @) er sonn nema badi P og () séu falskar. Vid segjum
a0 yroingin P A ) sé sonn ef baedi P og () eru sannar, annars folsk, p.e.a.s.
P A Q er folsk nema baedi P og () séu sannar.

Pegar leida & ut yrdingu af gerdinni PV () pba parf ad ttiloka ad badar séu
falskar. Aodferdin er oftast st a0 syna fram & ad ef énnur er folsk pa er hin
sonn.

Setning Ef z er heiltala og 22 > 4 pa er x > 2 eda o < —2.
Hér getum vid byrjad & ad ganga ut fra ad z > 2 gildi ekki og draga sidan
pa alyktun ad z < —2.

Flestar peer sannanir sem koma fyrir 1 pessu hefti eru af einhverri peirra
gerda sem fjallad var um hér ad framan.

1.2 Rauntolur

Sntum okkur nu ad tolunum. Redu tolurnar latum vid samsvara punktum
& talnalinunni, en talnalinan feest med pvi ad draga linu, merkja einn punkt
hennar med 0 og annan punkt til haegri vio 0 med 1. Sidan eru heilu tol-
urnar og brotin merkt inn & linuna & venjulegan hatt. (Sja mynd (1.1)).
Olik brot geta gefid sama punktinn & talnalinunni, p.e. sému reedu toluna,
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A\ 4

Mynd 1.1: Talnalinan

t.d. 2/4 og 3/6. Reedu tolunum er radad eftir stadsetningu & linunnni.

Eins og vio hofum lyst talnalinunni pa liggur sérhver punktur & linunni milli
tveggja samliggjandi heilla talna. Petta gildir sér i lagi um punkta sem sam-
svara reedum tolum. Pad finnast adrir punktar & talnalinunni en peir sem
samsvara reedum tolum. Leggjum talnalinuna 1 rétthyrnt hnitakerfi og drog-
um rétthyrndan jafnhlida prihyrning med skammhlidar 1 og langhlidina &
linunni med vinstra endapunkt i 0. P& er heegri endapunktur i /2. (sja
mynd (1.2)). Punktana & talnalinunni kéllum vid rauntélur. Reedu tolurn-

A\ 4

Mynd 1.2:
ar eru pa rauntolur en ekki eru allar rauntolur reedar. Rauntélunum er eins
og racou tolunum radad eftir stadsetningu 4 linunni.

Allar rauntolur méa setja fram sem tugabrot. Latum ¢ vera punkt heegra
megin vid 0 4 talnalinunni. Veljum heila télu & pannig ad

k<t<k-+1.

Skiptum bilinu
[k, k+ 1]

i 10 jafnlong bil (af lengd 1071) og veljum a; medal talnanna fra 0 upp 1 9

b.a.
k+a107" <t < k+ (a; +1)107"
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Neest skiptum vid bilinu
[k +a;107" k4 (ap +1)107Y]

i 10 jafnlong bil (af lengd 1072) og veljum ay medal talnanna fra 0 upp 1 9
bannig ad

k4+a107 +ao1072 <t < k+a;107" + (ap + 1)1072.
Pa skiptum vid bilinu
[k +a;107" +a3107%, k + a;107 + (ag + 1)1077]

i 10 jafnlong bil (af lengd 1073) og veljum a3z medal talnanna fra 0 upp 1 9
bannig ad

kE4+a 107 4+ a0107? +a3103 <t < k+a;107" + ap107% + (a3 + 1)1072,

og pannig fram eftir gétunum. Heiltoluhluti rauntolunnar t er pa talan k og
aukastafir tolunnar ¢ eru télurnar ay, as, as, ... Vid skrifum

t:kaa'laQa?)"')

og segjum ad rauntalan ¢ hafi verid sett fram eda skrifud sem tugabrot. Ef
t < 0 pa skrifum vid
t= —k, aijasas -+

par sem —t =k, ajaqsaz - - .

Tugabrot er steerd of somu gerd og steerdin k, ajasas - - - hér ad ofan. Um
tugabrot gildir eftirfarandi meginsetning sem vid litum a sem forsendu.

Frumsetning. Med adgerdinni hér ad ofan sem dkvardar tugabrot punkts
fast oll tugabrot nema pau sem enda d eintomum 9-um, og olikir punktar
gefa olik tugabrot.

Setningin segir ad vi0 getum samsvarad punktana & talnalinunni, b.e.
rauntolurnar, vid tugabrot, ef tugabrot sem enda & eintémum 9-um eru haekk-
ud upp.

Vid notum R til ad takna mengi rauntalna.

Ein afleiding af frumsetningunni er eftirfarandi nidurstada sem vid purfum
4 a0 halda sidar.
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Setning 1.2.1. Ldt x vera rauntilu. Gerum rdd fyrir ad x > 0 p.e. ad x
liggi heegra megin vid 0 d talnalinunni. Pd md finna ndtturulega télu k pannig
ad 107% < .

Sonnun. Ef engin slik tala k er til pa eru allir aukastafir = jafnir 0 svo ad z
og 0 hafa sama tugabrotio. En péa er x = 0 samkveaemt frumsetningunni sem
er motsogn. 0

Tugabrot raedrar tolu faest med pvi ad taka brot sem dkvardar reedu téluna
og deila nefnara i teljara,

7/16 = 0,4375 5/3 =0,666--- 821/1100 = 0,47636363.

Fyrsta tugabrotid er sagt vera endanlegt, en tvo seinni eru kollud umferdar-
tugabrot. Pad fyrra hefur umferdina 6 og umferdin byrjar fra og med fyrsta
aukastaf. Pad sidara hefur umferdina 63 og hin byrjar fra og med pridja
aukastaf. Ef umferdin er 9 p4 hackkum vio upp t.d pa er

1,2099 - = 1,3.

Setning 1.2.2. Rauntala er red ef og adeins ef tugabrot hennar er endanlegt
eda er umferoartugabrot

Daemi 1.2.3. Eins og vid lysum pvi hvernig aukastafir eru dkvardadir pa
gildir um tveer tolur sem hafa sama heiltéluhluta og somu sjo fyrstu aukastafi
a0 peer liggja 4 halfopnu bili af lengd 1077, Mismunur peirra er pvi 1 tolugildi
minni en 10~7. Einnig gildir ad ef mismunur tveggja rauntalna er i tolugildi
minn en 10~7 pa eru 6 fyrstu aukastafir peirra peir sému ef hackkad er upp
begar 7-undi aukastafur er 9. Sér 1 lagi gildir a0 ef ¢ er rauntala og ¢; er talan
sem feest pegar allir aukastafir nema 7 fyrstu eru skornir af ¢ pa eru 7 fyrstu
aukastafir t; og t eins. Par sem aukastafir ¢; eru 0 nema 7 fyrstu eru 7 fyrstu
aukastafir ¢t — ¢7 allir 0 svo ad |t — 7| < 1077. Tilsvarandi nidurstada feest
fyrir fleiri eda feerri aukastafi.

Reikniadgerdir og reiknireglur sem gilda 1 reedu tolunum gilda lika i raun-
tolunum. En hvernig reiknum vid i R? Ad dkvarda summu tveggja rauntalna
s+t er pad sama og ad akvarda aukastafi summunnar. Pannig purfum vid
t.d. a0 geta dkvardad 7 fyrstu aukastafi s + ¢ ef vid pekkjum négu marga
aukastafi s og t. Um betta fjallar naesta deemi.
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Daemi 1.2.4. Hvernig 4 ad reikna med rauntélum sem eru ekki rsedar?
Spurninguna aetti frekar ad orda pannig: Ef vid beitum reikniadgerd, t.d.
samlagningu, & rauntalnapario s, t, hve marga aukastafi purfum vid ad pekkja
i sogttil ad fa k rétta aukastafi 1 s +t7 Hér er k fyrirfram gefin nattaruleg
tala.

Lat s og t vera rauntolur og s; og t; vera tolurnar sem fast pegar allir
aukastafir nema 7 fyrstu hafa verio skornir af. Athugum hve s; + t; gefur
marga rétta aukastafi 1 s + t.

s+t —(s7+tr)|=|(s—s7) +(t—1t7) <1077 +107" < 2-10" < 107,

og par med er s; + t; eins og s — t a0 5 aukastofum.
Skodum nzest s - ¢ par sem |s| < 10% og [t] < 103. Nt er

S't—Sg't8:S'(t—t8)+t8'(8—88)
svo ad
|$'t—88't8| §|S||t—t8|+|t8||(8—88| §§2'103'10_8<10_4,

svo a0 3 fyrstu aukastafir 1 sg - tg eru eins og 3 fyrstu aukastafir i s - ¢.
Skodum ad lokum 1/t; bar sem ¢ > 1. Nu gildir

t
| < |t —t| < 107"

|1 1 = |t7 —
t oty ot

Par med eru 6 fyrstu aukastafir ¢; og ¢ peir somu. En ¢7 er raed tala svo
ad audvelt er ad reikna 6 fyrstu aukastafi 1/¢7.

Setning 1.2.5. (1) sp+tg gefur s+t med med k—2 réttum aukastifum.
(ii) sp -t gefur st med k — (1 + 2) réttum aukastéfum ef |s;.| < 10! og
|tk| < 10%.

Um sonnun, sjé verkefni 18 1 verkefnakaflanum.

Eins og adur sagdi er rauntolunum radad eftir stadsetningu & talnalinunni.
Ef vi0 skodum hvernig aukastafir eru skilgreindir pa sjaum vio ad z < y
jafngildir pvi a0 annadhvort er heiltéluhluti z minni en heiltoéluhluti y eda pa
ad til er natturuleg tala n pannig ad fyrstu n aukastafir x og y eru eins og n-ti
aukastafur = er minni en n-ti aukastafur y. Petta gefur tilefni til eftirfarandi
skilgreiningar.
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Skilgreining 1.2.6. Vi0 segjum ad tveer rauntolur séu eins ad k-ta aukastaf
ef paer hafa sama heiltéluhluta og sému fyrstu k aukastafi. Ef (k 4 1)-sti
aukastafur i annari tolunni er 9 hsekkum vid upp adur en aukastafir eru
bornir saman.

Samkveemt skilgreiningunni eru 1, 10001 og 1,09993 eins ad 3. aukastaf
og 0,999 er eins og 1,009 ad 1-sta aukastaf. Eftirfarandi nidurstéou ar Daemi
1.1.4 setjum vid fram sem setningu.

Setning 1.2.7. Ef k er ndttiruleg tala og x og y eru eins ad k-ta aukastaf pd
er |z —y| < 107% og ef |z —y| < 10=**+Y pbd eru x og y eins ad k-ta aukastaf.

R60unin gefur tilefni til fleiri skilgreininga.

Skilgreining 1.2.8. Ekki tomt hlutmengi A af R hefur stersta stak ef til er
a i A pannig ad x < a fyrir 6ll 6nnur stok x 1 A. Ekki tomt hlutmengi A af R
er sagt takmarkad ad ofan ef til er rauntala ¢ pannig ad x < ¢ gildir um 6l x
i A. Slik tala t kallast yfirtala fyrir A. Tilsvarandi lysing er gefin & minnsta
staki, pvi a0 mengi sé takmarkad ad nedan og undirtélu

Athugasemd. Mengi sem er takmarkad ad ofan parf ekki ad hafa steersta
stak, en ef mengi hefur steersta stak pa er pad yfirtala fyrir mengio og jafn-
framt minnsta yfirtalan. Sannreynio pessar fullyrdingar.

Setning 1.2.9. Sérhvert ekki tomt hlutmengi A af R sem er takmarkad ad
ofan d sér minnstu yfirtolu. Talan kallast efri mork A og tdkn hennar er
sup A. b.e.a.s., til er tala, sup A, sem er yfirtala fyrir A og sem um gildir
ad engin rauntala, minni en sup A, er yfirtala fyrir A.

Sonnun. Gerum fyrst rad fyrir ad A innihaldi stok steerri en eda jofn 0. Ef A
hefur steersta stak er pad jafnt sup A. Sér i lagi gildir petta ef A er endanlegt.
Annars veljum vio steerstu tolu k£ medal heiltoluhluta stakanna i A. Ef
mengi peirra staka i A sem hafa heiltoluhluta %k er endanlegt pa er steersta
stak pess mengis jafnframt steersta stak A. Annars veljum vid steersta 1.
aukastaf, a;, stakanna i A med heiltoluhluta k. Aftur er sonnun lokid ef
mengi slikra staka er endanlegt. Annars veljum vid steersta 2. aukastaf, as,
stakanna 1 A med heiltéluhluta k£ og 1. aukastaf a;, og pannig koll af kolli.
Rauntalan t = k, ajasasz - - - er pa sup A O

Athugasemd. Samkveemt setningunni er engin minni tala en sup A yfirtala
fyrir A sem pydir ad ef k er einhver natturuleg tala pa er til stak a i A pannig
ad a >sup A —107F
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Ef 6ll stok i A eru minni en 0 pa breytum vid ,steersta i ,minnsta“ vio
val & aukastofunum a,,.

Naesta setning er hlidstaeda vid setninguna ad ofan.

Setning 1.2.10. Sérhvert ekki tomt hlutmengi B af R sem er takmarkad ad
nedan d sér sterstu undirtolu. Talan kallast nedri mork B og takn hennar er
inf B. P.e.a.s. til er tala, inf B, sem er undirtala fyrir B og sem um gildir
ad engin sterri tala er undirtala fyrir B.

Sonnun. Notid Setningu 3 & mengid A = —B, bar sem —B = {—b : b €
B}. O

Setningarnar hér & undan eru ein birtingarmynd & pvi sem kallast full-
komleiki rauntalnanna R. Peer gilda almennt ekki i Q eins og naesta deemi
synir.

Daemi 1.2.11. Lat
A={scR:s*<2}
og lat t = sup A. Pa er t? = 2. Til ad sja ad petta sé rétt skulum vid tutiloka

tilfellin ? < 2 og t* > 2. Skodum fyrra tilfellid. Latum u vera rauntélu milli
0 og 1. Pa gildir
t+u)?=t+2tu+u’ <t +du+u=1>+5u <2,
efu<(2—1t?)/5vpa u<1logt<2 Medsliku vali d uert+uiAsem
stenst ekki pvi t = sup A. A svipadan hatt utilokum vid tilfellid ¢* > 2. Eini
moguleikinn er pvi t2 = 2.
Lat nu
B={s5€Q: s> <2}
P4 hefur B ekki minnstu yfirtolu { Q. Utreikningarnir hér ad ofan, par sem ¢

er latin vera reed, syna nefnilega ad um slika minnstu yfirtélu r yroi ad gilda
ad r? = 2.

Skilgreining 1.2.12. Lat a og b vera rauntolur og a < b. Mengid
{teR:a<t<b}
er takmarkad opid bil med endapunkta a og b, tdknad (a,b). Mengid
{teR:a<t}

kallast opin heegri hdlflina med endapunkt a, tdknad (a,00). Pegar enda-
punktar bactast vio eru bilin og halflinurnar sagdar lokadar.
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Setning 1.2.13. Sérhvert bil inniheldur reda tolu.

Sonnun. Skodum demid a = 1,1235--- og b = 1,1236---. Latum r vera
reedu toluna r = 1,1236. Almennt férum vid ad fyrsta aukastaf { b sem er
steerri en samsvarandi aukastafur 1 a. O

Ad lokum 6rfa ordo um o6raedu télurnar p.e.a.s. télur sem eru ekki raedar.
Um beer gildir ad sérhvert opid bil inniheldur ad minnsta kosti eina 6raeda
tolu. Petta méa sja 4 eftirfarandi hatt: Latum (a,b) vera opid bil. Veljum
reeda tolu r # 0 bannig, ad r € (a/v/2,b/v/2). Pa er rv/2 € (a,b) og 72 er
Oraed.

Samkveemt pessu er ,mikid” af 6raeedum tolum og paer eru 1 vissum skilningi
miklu fleiri en raedu télurnar, vio munum pé ekki reeda péa hluti hér.

Verkefni 1.2

1 Latum p vera frumtdlu og r rauntdlu pannig ad r? = p. Synid ad r sé
oreed tala.

I deemum 2-17 tdkna a og b reedar tolur en a og (8 6raedar tolur. I hverju
deemi fyrir sig skal segja til um hvort vidkomandi tala er raed eda 6raed eda
gera grein fyrir a0 ekki sé unnt ad segja til um pad.

2 a+b 8 a+a 13
3 a-b 9 a—a 14 o+ p
4 ab
10 a« 15 a—p

5 1

b
6 = 1 e 16 of
7T Va 12§ 17 (" parsemn € N

18 Sannio setninguna um hvernig finna skal fjolda réttra aukastafa { summu
og margfeldi.

19  Vio skilgreinum tolugildistaknio, | - |, med bvi ad setja |x| =z ef £ >0
en |z|=—zef z <O0.

(a) Synid ad —|a| < a < |al.
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(b) Syniod ad |a| < b s¢ jafngilt —b < a < b.
(c) Synid ad |ab| = |al|b].
(d) Synio ad |a + b| < |a| + |b].

20 Finnio allar rauntolur z sem fullnaegja 6j6fnunni

1ol
1+1/z =

I deemum 20-23 skal finna sup A, inf A, max A og min A, ef til eru.

21 A:{},+§+%:p,q,TGN} 23 A:{pfgir:p’q’reN}

22 A:{l—i-%—%:p,q,reN} 24 A:{%Jr(_l)n'k,neN,k;én}

p n

25 Synid ad til sé nakveemlega ein jakvaed rauntala sem uppfyllir jéfnuna

22 = 2.
26 Latum aq,...,a, og by,...,b, vera rauntélur. Synio ad
(ayby + -+ apby)? < (af + -+ a2) (b2 +--- +b2).
Gerum nu rad fyrir ad télurnar aq, ..., a, séu ekki allar null. Synid ad

bé gildi jafnadarmerkid ef og adeins ef til sé rauntala t sem uppfyllir
bl :tal,...,bn:tan

[Abending: Skodid margliduna F(t) = (ta; + by)? + - - - + (ta, + b,)?.]

Pessi ¢jafna er oftast sett fram & forminu

|albl+...+anbn|§\/a%+...+a%\/b%+...+b%

og kollud Cauchy-Schwarz-6jafna.
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1.3 Tvinntolur

Jafnan 2% + 1 = 0 hefur enga lausn, nanar til tekid hefur htin enga rauntélu-
lausn. Til pess ad leysa jofnuna purfum vid ad innleida nyjar tolur svipad og
begar mengi raedra talna var steekkad til pess ad unnt veeri ad leysa jofnur a
bord vid % = 2.

A 16. 61d var taknid v/—1 innleitt sem ,Jausn® & jofnunni 22 +1 = 0. Sidar
var fario ad tdkna lausnina med ¢ og var litid 4 hana sem ,imyndada’ télu, sem
haegt veeri a0 medhondla {1 ttreikningum eins og hverja adra rauntélu nema
hvad kvadrat hennar veeri —1. ,Tolur” eins og 3-+4i, almennt a + ib med
a,b € R, kalladar tvinntélur, voru innleiddar og pad var reiknad formlega
med pessum tolum um langan tima. Til demis pa voru tvinntolur lagdar
saman a eftirfarandi hatt:

(@1 4 iy1) + (w2 +iy2) = (21 + 22) +i(y1 + 32) (1)
og margfaldadar saman pannig:

(21 +iy1) - (mg + iye) = 2109 + 1212 + iy1Te + PPy1ys

» 2
= (122 — 1y2) +i(T1y2 + y172). @)

Nina var haegt ad draga it kvadratrot af neikveedri tolu: ef D < 0 pa er
VD = +iy/=D t.d. ba er v/—4 = 4i2(= £2i).

Tvinntolurnar voru po ekki eins ,apreifanlegar og rauntélurnar; pad vant-
adi haldgdoa skilgreiningu & tvinntolunum. Eins og sagt var hér ad framan
ba ma lita & rauntélurnar sem punkta 4 talnalinu. I lok 18. aldar innleiddi
Nordmadurinn Caspar Wessel (1745-1818) tvinntolurnar 4 gedmetriskan hatt
og snemma & 19. 6ld innleiddu Karl Friedrich Gauss (1777-1855) og William
Rowan Hamilton (1805-1865) tvinntélurnar & aritmetiskan hatt. Hugmynd
beirra sidastnefndu var st ad edlilegt veeri ad lita & tvinntolurnar sem punkta
i plani med rétthyrndu hnitakerfi.

Latum R? tédkna mengi allra radadra para af rauntolum,

R* = {(z,y) : x,y € R}.

(Pad ad vid télum um rédud por pyodir, ad vid gerum greinarmun & parinu
(2,9) og (y,2).)

Vid skilgreinum ni tvinntolurnar sem mengid R?, og 1 stad pess ad skrifa
(x,y) skrifum vid = + iy b.e.a.s. vid setjum

r+iy = (r,y).
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og vi0 notum taknido C fyrir mengi tvinntalna. Tolurnar a4 z-d4snum eru
béa rauntolurnar en tolurnar a4 y-asnum eru hinar svo kolludu pwvertélur. Ef
z = x+1y er tvinntala pa kéllum vid z raunhluta z og notum taknid Re zfyrir
hann, en y pverhluta og taknum hann med Im z.

Mynd 1.3: Tvinntolur

Reiknireglur fyrir tvinntolurnar

Formlega viljum vid geta reiknad med tvinntélum eins og um rauntélur sé ad
racOa p.e.a.s. eins og 1 (1) og (2) hér ad framan.

Vio skilgreinum pvi samlagningu og margféldum tvinntalna & eftirfarandi
hatt:

(x1 4+ iy1) + (22 + 1y2) = (21 + 22) + i(y1 + y2)
(z1 +iy1) - (22 +iy2) = (w122 — Y1y2) + i(T1Y2 + Y172)
Ef 2 = 2 4 iy er tvinntala pa skilgreinum vid ennfremur —z og % sem

—z = —x+i(—y)
1 T —1

;_:p2+y2+2x2+y2

ef z # 0.

Par med getum vio skilgreint fradratt og deilingu 1 menginu C:

21— 29 = 21 + <—22)

1
o Zl P
zZ2 Z9

21

ef 2 # 0.
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Med pvi ad nota tilsvarandi reglur fyrir rauntélurnar getum vid audveldlega
sannfeert okkur um pad, ad eftirfarandi reglur gilda:

21+2=2+21 2129 = 292
(214 22) + 23 = 21 + (22 + 23) (2122)23 = 21(2223)
21(20 + 23) = 2120 + 2123 z- 1=z
z2+0=z 2-0=0
1 =z
24+ (—2)=2—2=0 z-;:;zl (z #0).

Samlagningu tvinntalna er audvelt ad tilka ramfraedilega, hér er um ad raeda
samlagningu vektora i R? (sbr. mynd 1.4).  Pad er dalitid floknara ad tulka

Mynd 1.4: Samlagning tvinntalna

margfoldun ramfraedilega. Latum lengd z, taknad |z| vera lengd vektorsins z

b.e.a.s.
lz| = V2?2 + y? ef z=ux+ 1y

og latum stefnuhorn fyrir z taknad, arg z,

vera hornid, sem z myndar vid z-as, reiknad rangseelis. Latum ennfremur
arg0 = 0; ba er arg z tala 4 bilinu [0,27) og ef § = argz ba dkvardast 0 af
jofnunum

cosf = T
/IL'2 +y2
sinf = 4
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Athugio, a0 jakveedu rauntolurnar hafa stefnuhorn 0 en neikveedu rauntol-

B

=

0 = argz

Mynd 1.5: Skauthnit

urnar stefnuhorn 7. Vid sjdum nt, ad ef z = = + 1y er tvinntala og ef 6 og r
eru stefnuhorn og lengd z pa ma rita z 4 forminu

z =r(cosf +isind).
Latum na z; = ry(cos @y +isinby) og zo = ra(cos by + isinbhy) og vera tvinn-
tolur og margfoldum peer saman:

2921 = T9r1(C08 O3 cos B — sin Oy sin 0 + i(sin O, cos b1 + cos Oy sinby)).

Nt gildir samkveemt samlagningarformilunum fyrir sinus og kosinus f6llin,

a0

sin(fy + 01) = sin 05 cos 61 + cos 6, sin 6,

cos(6y + 61) = cos b3 cos B — sin O, sin 6y

svo ad
2921 = 1or1(cos(fy + 01) + isin(fy + 6y)),

Med 60rum ordum vid margfoldum tveer tvinntolur saman med pvi ad marg-
falda lengdirnar saman og leggja saman hornin sem per mynda vid x-dsinn
(athugid, ad arg zoz; = 0y + 61 — 27 ef 05 + 6, > 2m).

Latum z € C vera tvinntolu, latum r = |z| og 0 = arg z bannig ad

z =r(cosf +isind).
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Parid (r,0) kallast skauthnit tvinntolunnar z. Vid getum lika skrifad z &
forminu
z=ux+.

Parid (z,y) kallast kartesisku hnit z (eftir Rene Descartes (1596-1650), sem
fann rétthyrnda hnitakerfid upp). Eins og vid sdum hér ad framan ba er
samlagning tvinntalna einfold i kartesiskum hnitum en margfoldun 1 skaut-
hnitum.

Hér ad framan skilgreindum vid lengd tvinntélu z = x + iy sem

|z| = V/2? + 2.
Um lengd gilda eftirfarandi reglur:

2| = |—2|

22| = |2] - [=1] -

(bessa reglu uppgétvudum vid begar vid vorum ad raeda rumfraedilega tulkun

4 margfoldun tvinntalna). Ef z; # 0 pa getum vio skrifad z = Z17 SVO ad
i ﬂ ef 21 # 0.
21 |Zl |

Ut ur skilgreiningunni & |z| faest strax, ad
Rez <|Rez| < |z| < |Rez| + |Im z]|

og ad
Imz < |Imz| < |z].

Ef z = = + iy er tvinntala pa skilgreinum vio samoka (e. conjugate) tvinn-
toluna vid z, tdknada med Z sem toluna

zZ=x—1y.

Rumfraedilega tilkunin 4 samokun er speglun { z-a4s. Med tutreikningum er
audvelt ad syna fram & a0 eftirfarandi reglur gilda um samokun:

]

Z2+2=2+7%, Zzi1=%Z-Z OF =z.

Par sem
Z=at+y* of z=a+iy
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Mynd 1.6: Samokun

bé er
IZ| = |z| = V2Z.

Vid skulum nu leida ut hina svokolludu prihyrningsdjofnu:
|2+ 21| <z + ]2 (3)

|2+ 21" = (24 21)(z + 21)
=22+ 22+ 221 + 2121
= |2 + |21 + 2Re(2z1) < |2” + |aa]” + 2|22
= |2” + a1l + 2 2] |21
= (2] + |1])*.

Hér héfum vid notad, ad z1Z+2%z1 = 212+212 = 2 Re(z1Z) bvi ad um tvinntélu
u gildir almennt, ad v +u = 2 Rew.
Samkveemt prihyrnings6jofnunni pa er

2| = |z — 21 + 21| < |z — 21| + |21

svo ad
2| = [z1] < |2 = 2.

Med pvi ad skipta & z og 2; feest:

21 =[] < 21 = 2 = |2 = 2
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svo ad
2] = |a1l] < |2 = 2] (4)

Athugid ad prihyrningsojofnurnar (3) og (4) gilda ad sjalfsogdu sérstak-
lega fyrir rauntolur. Vid skulum na lita & ramfreedilega tulkun prihyrnings-
6jafnanna. Ef z og z; eru tvinntolur pa skilgreinum vid fjarlegdina frd z
til z; sem toluna |z — z1|. Par sem |z — z;| = |z; — 2| b4 t6lum vid yfirleitt
um fjarlegdina milli z og 21, sem er lengdin & linustrikinu milli z og z;.

21

Mynd 1.7: Fjarleegd milli tvinntalna
Athugio, ad samkvemt prihyrnings6jofnunni pa gildir, ad

|21 — 28] = |(21 — 22) + (22 — 23))
< |21 — 22| + |22 — 23]
b.e.a.s. lengd hverrar hlidar i prihyrningi er minni eda jofn summunni af
lengdum hinna tveggja; bess vegna heitir 6jafnan i (3) prihyrningsojafna.
Hvad vardar (4) pa sjaum vid ad ef vio tokum prihyrning og flytjum hann til
bannig, ad hornpunktarnir lendi i 0, z og z; ba segir (4) ad mismunur lengda
tveggja hlida { prihyrningi er minni eda jafn lengd peirrar pridju.

Daemi 1.3.1. Latum n € N og litum & jofnuna
2" =1.

Vid skulum reyna ad finna allar tvinntélur sem uppfylla pessa jofnu. Gerum
rad fyrir pvi, ad z sé lausn & jofnunni. Pa hlytur sérstaklega ad gilda

1=[2" = 2"
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og bar sem |z| er jakveed rauntala sjaum vio, ad
|z| = 1.
N1 verdur lika ad gilda ad
arg 2" = arg1l = 0.

Med bvi ad nota regluna um stefnuhorn af margfeldi tveggja tvinntalna n —1
sinni faest, a0 mismunurinn & arg z" og n - arg z er heilt margfeldi af 27, og
par sem arg z" = 0 pa verdur

n-argz =p- 2w bar sem p € Z.

svo ad
p-2m

arg z = pbar sem p € Z.

Par sem vid krefjumst pess, ad argz € [0,27) ba sjaum vid ad p verdur ad
vera einhver talnanna 0,1,2,...,n — 1. Ofugt, ef p er ein pessara talna og ef

= L2m ba gildir um

z=1cosf +isind

a0

Z" =cosnf + isinnf = 1.
Lausnirnar & jofnunni eru pvi n ad tolu:

z=-cosf +isind

par sem 6 er einhver talnanna

1 2 —1
0,—27T,—27T,...,n
n o n

2.
n

A mynd (1.8) sjast lausnirnar & jéfnunni 2> = 1. Par eru

. 1 N V3 3
1 = 29 = —— 1— 23 = — 1—.
1 ) 2 9 9 ) 3 9

1
2
Daemi 1.3.2 (Annars stigs jafnan). Latum a, b og ¢ vera gefnar rauntélur
og litum & jofnuna

az® + bz +c = 0.
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22

21

Z3

Mynd 1.8: Lausnir jéfnunnar z* = 1

Talan D = b®>—4ac kallast adskilja jofnunnar. Eins og pekkt er hefur hiin pann
eiginleika ad D > 0 hefur { for med sér ad jafnan hefur rauntélulausnirnar

_ —b+VD

2a

T

en D < 0 hefur 1 for med sér ad jafnan hefur enga rauntélulausn.

Marglida 1 tvinntélunum er fall P(z) 4 forminu
P(2) = ap2" + Gp1 2"+ -+ a1z + ag

bar sem studlarnir ag,aq, ..., a, eru gefnar tvinntolur, a, # 0 og breytan z
getur tekid hvada tvinntolugildi sem er. Talan n kallast stig margliounnar.
Tvinntala zy er sogd vera rdt eda nillsto0 marglidunnar P(z) ef P(z) = 0.
Sumar marglidur hafa engar rauntélursetur (jafnvel pott allir studlarnir séu
rauntélur) t.d. marglidan P(z) = z* + 1. Hinsvegar hefur sérhver marglida
af stigi > 1 a0 minnsta kosti eina tvinntolurét. Pessa fullyrdingu, sem kall-
ast meginsetning algebrunnar munum vid ekki sanna hér, heldur taka hana
traanlega. Med pvi ad beita pessari setningu getum vid synt fram & pad, ad

til sérhverrar margliou P(z) af stigi n svara n tvinntélur zq,..., 2, (sumar
geta verid eins) pannig ad
P(z) =an(z —21)(z — 22) - (2 — 2). (5)

Til pess a0 sanna petta notfaerum vid okkur, ad ef z; er rot i P(z) og ef z—z; er
deilt upp i P(z) ba feest sem leif tvinntala a; ef P(z) = (2—21)Q(2)+a ba sést,
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med bvi ad setja z; inn badum megin, ad a = 0, svo ad P(z) = (z — z1)Q(2).
Nt hefur marglidan Q(z) lika a.m.k. eina tvinntolurot zo, svo ad Q(z) er
deilanleg med z — 25 o.s.frv. Tvinntala zy er s6gd vera p-féld rot { margliounni
P(z) ef zp kemur ndkveemlega p-sinnum fyrir i formalunni (5). Vid segjum
stundum, ad zy sé rot i P(z) af margfeldi p. Ef reeturnar eru taldar med eins
oft og margfeldi peirra segir til um pa feest ar (5), ad sérhver marglioa af
stigi n hefur ndakvemlega n tvinntéluretur. Litum nd & margliou

P(2) = ap2" + Gp_1 2"+ a1z + ag

bar sem studarnir ag, a1, . . . , a, eru rauntélur. Ef P(zy) = 0 baer lika P(Zy) =

0 pvi ad

0= P(20) = anzll +an12y "+ +a120 + ag
= a,%" + a1 %" o +a
b.e.a.s. ef so + ity er rot ba er sy — ity lika rot.
Nt sdum vid hér ad framan, ad margliduna P(z) mé rita & forminu

P(z)=an(z—z1)(z — 29) - (2 — 2z).

Sumar reeturnar eru rauntolur, kollum peer rq,...,ry. Hinar koma fyrir {
porum: sj + ity,$1 — ity, So + ita, So — ito, ..., Sy + ity, Sy — it (bar sem
k+2m = n). Vid getum bvi skrifad P(z) 4 forminu

P(z)=an(z—r1) - (z—1)(z — sy —ity)(z — sy +ity) - -+
(2= s — ity (2 — S+ ity
eda med pvi ad taka tvinntolulidina saman 2 og 2:
P(z) = ap(z = 1) (2 =1)((z = 51)* +11) - ((2 = sm)* + 17,).

Med bvi ad einskorda breytuna z vio rauntolurnar sjaum vid ad sérhverja
margliou P(z) med rauntélustudlum og rauntélubreytu x ma rita & forminu

P(x) = ap(x —m1) - (z —r)((z = s1)* +81) - (2 = 5)” + 1)

b.e.a.s. sem margfeldi af 1. stigs marglidum og 2. stigs marglidum sem hafa
engar rauntoluraetur.

Athugio, ad p6 ad einungis komi fyrir rauntolur { pessari formilu pa uroum
vid ad nota tvinntolurnar til a0 leida hana ut. Athugio einnig, a0 af pessari
formilu leidir, ad sérhver marglida 1 R med oddatdlu sem stig hefur ad minnsta
kosti eina rauntolurot.
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Verkefni 1.3

Setjio tvinntolurnar i deemum 1-20 fram & forminu a + ib.

1 (4—30)(4+30)
2 (3—7i)(1+30)
3 3i(2-5i)
24 3
1—52

1
1—1

6 ,l’99

(1+14)?
(1—iV3)?
8 (1+1)8

9 (1+2i)*+ 1+9+7)

10 iV/5(1—+/5)— (2 +i2)(—2+2i)

Setjio tvinntolurnar i deemum 21-23 fram

bilinu [0, 27).

21 —5+5i

22 1+ /3

24 Finnio allar
(a) sjottu reeturnar af 1
(b) bridju reeturnar af 8
(c) fjordu reeturnar af —81

(d) fimmtu reeturnar af —2 — 24

Leysid jofnurnar i deemum 25-28.

11

12

13

14

15

16

17
18
19

20

23

2+ 51
(3 70)?
6+7i_2+5i+30—23i
-3 34T 58

2v/3 — 13\/_
3iv/3 — 22

(1+4v/3)°
(—V3+iv3)?
(=iv2)°
(—3 — V/3i)

(1+12)*

4 (24 30)(3 — 44)

+ (1 44)*

G2 e 100
1/(1 —1d)3

G2 e 49 50

& skautformi med stefnuhorn 4

141
11—
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25 2'—-16=0 27 4 —-22244

26 24+2+2=0 28 5+2:242=0

29 Finnio allar tvinntolur z pannig ad z + 1/2z € R.

I deemum 30-32 skal finna allar rauntélur « og y sem uppfylla gefnar jéfnur.

30 z+iy=|x+iy 39 T+ 1y
T — 1y

=z -1y

31 |z +ay| = |z — iy

I deemum 33-41 skal syna & skyringarmynd mengi allra tvinntalna z sem
uppfylla gefin skilyroi.

33 |2 <1 38 |zt 1| +]z—1]=2
= _ 2

34 2+7=l 39 SeR

35 z-z=i

1
. . 40 — er pvertala.
36 |z—il=|z+1| z

37 |i—2z| =22 + 31 41 i — 2% = |22+

I deemum 42-43 skal patta marglidurnar yfir R, med 6drum ordum skal skrifa
paer sem margfeldi af rauntélumarglioum af sem leegstu stigi.

42 1t +4 43 14 —2V212 + 4

44  Finnid allar tvinntolur z sem fullnesegja 6j6fnunni |z| < |2z+1|. Teiknid
skyringarmynd.
45 Leysid jofnuhneppio

2+ 2+ 23 = 0

Z1R9%23 — —4
21

zZ2

46 Um tvinntolu z er vitad ad % <argz < i. Finnid mork fyrir arg 3.
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1.4 Prepasannanir

Vio tokum sem gefinn hlut, ad mengi nattarlegra talna N hafi eftirfarandi
eiginleika:

Ef hlutmengi A C N uppfyllir skilyrdin

i)l1e A

(ii) Fyrir 6ll p € A gildir, ad p+1 € A
baer A=N.

Pessi eiginleiki mengisins N er notadur i svokolludum prepasonnunum.
Hugsum okkur, ad fyrir sérhverja nattirulega tolu n € N sé gefin fullyrding
Pn. A sanna med prepun, ad allar pessar fullyrdingar séu réttar felst 1 pvi
a0 sanna eftirfarandi:

(i) p1 er sonn

(ii) ef p, er sonn ba er p,y; einnig sénn,
bvi & uppfyllir mengid A = {n € N : p, er sénn} nefnilega skilyrdin (i) og
(ii) hér a0 framan svo ad A = N og bar med er p, sonn fullyrding fyrir 6l
n € N.

Daemi 1.4.1. Fyrir 6ll n € N gildir formulan

1
1+2+3+~-+n:ﬁ@§_l

1-(1+1)
2

Sonnum pessa formulu med prepun. Par sem 1 = b4 er p; sonn.

Gongum ut fra pvi ad p,, sé sénn, og synum ad p, 1 sé sonn.

1
1+2+3+~-+n:ﬁ@;_2
bé feest:
1
1+2+3+~~+n+0H4):"m;)+n+1
—(n+1)(5+1)
_(n+1)(n+2)
B 2
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svo a0 P41 er sonn. Prepasonnuninni er lokid og formulan

n(n+1)

L4243+ Fn=——

er pvi sonn fyrir 6ll n € N.

Summu margra talna er oft peegilegt ad skrifa 4 samanpjéppudu formi.
Til pess notum vid griska bokstafinn ».Pannig setjum vid

> k=1+4+2+43+---+n
k=1

svo ad formuluna sem vid vorum ad leida at 4dan mé skrifa sem

Zkzw.
2
k=1

Almennt, ef aq, ..., a, eru n télur pa setjum vid

n

Zak:a1+a2+a3+---+an.
k=1

Til deemis pa er
5
DR =142 43+ 4245
k=1
Stundum getur verid paegilegt ad lata summubreytuna k byrja 4 0 eda ein-

hverri tolu sem er steerri en 1:

3

E ar = ag + a1 + as + as.
k=0

4
E T = To + T3+ T4
k=2
n+1

n
E T, =Top+2T1+To+ - +x, = E Tr—1-
k=0 k=1
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I summunni
n

>

k=1
er summubreytan k bara einhver breyta sem tekur gildin fra 1 til og med n.
Pad skiptir engu hvad vio kéllum breytuna. T.d. pa skrifum viod

n+1

n n n—1
E Q. = E a; = E ;11 = E Ap_1.
k=1 j=1 1=0 r=2

Daemi 1.4.2 (Kvotasumma med kvota q). Fyrir sérhverja rauntolu ¢ # 1 og
sérhverja natturlega tolu n € N gildir
i . 1— n+1
ZQJ:1+Q+Q2+“‘+qn:7q- (1)

=0 14

Latum p,, vera yrdinguna

n n+1
So= i
, 1—¢q
7=0
p1 er ba yrdingin
1—¢?
1+qg=
l—q

sem er greinilega sonn. P& litum vid & sjalfa prepunina: Gongum tut fra pvi,
ad p, sé sonn p.e.a.s. ad

n n+1
, 1—gq
7=0
P4 faest, ad
n+1 n 1— qn+1

=0 =0 4

1—¢"+ (1 —q)g""!

I—q
1_qn+2
1_q(n+1)+1

svo ad P41 er sonn yrding. Par med er sannad ad (1) gildir fyrir 61l n € N.
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Daemi 1.4.3. I greininni um tvinntolurnar sénnudum vid prihyrningsojofn-
una
|Zl—|—22| S |Zl‘—|—‘22‘ fyrir oll FARR ) eC

(sem a0 sjalfsogou gildir lika fyrir rauntélur par sem R er hlutmengi af C).
Almennt gildir:

n

>

i=1

<> lul fyrirollneNogéll ..., 2, € C.
=1

Daemi 1.4.4. Fyrir sérhvert n € N latum vid n! (n hrdpmerkt) vera téluna
n!'=1-2-3---n og kéllum hana adfeldi télunnar n. Jafnframt setjum vio

0! = 1. Vio skilgreinum ennfremur tvilioustudulinn (Z) sem
n n!
(k):m efk:,nENoogk:Sn.

Tvilidustudlarnir koma fyrir i tviliouformailunni:

n

(a+b)" =Y (a"b"*  VabeR VYneN.
k=0

Vid sonnum pessa formilu med prepun. Latum a,b € R og n € N og latum

pn vera yroinguna
n

(a+b)" =Y (pa‘t "

k=0
Greinilegt er, ad p; er sonn yrding. Goéngum ut fra pvi, ad p, sé sénn og
sonnum p,,,1 at fra pvi.

(a+b)"" = (a +b)(a+b)"

n

= (a+0b) Z (Z) akonF

k=0

margfoldum inn

I
~—
3
~
IS
E
+
[
o
1
B
_l’_
~
> 3
~—
S
G
<z
1
E
+
=
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tokum 1t sidasta 1id fyrri summu og fyrsta 1id seinni summu

H

n—

anJrl Z( kJrlbn k +Z

kbﬂ‘i’l*k + anrl )

I
o

latum summubreytuna hlaupa fra 0 til n — 1 { seinni summunni og skrifum

b=+ § stad b" % 1 peirri fyrri:

(Z) R ti=(k+1)

( n )ak+1bn+1f(k+1) + anrl
k+1 :

Drogum summurnar saman i eina summu

att 4 Z k+1 k+1bn+1f(k+1) + L

Naer (})+ (kil) = (Zﬁ) (betta feest beint ur skilgreiningu tvilidustudlanna)

svo ad

n—1

ntl _ gntl | (1) g+ =) ot

(a+0)"" =a k+1 b + 0"
k=0

Latum summubreytuna hlaupa fra 1 til n

= Q"Jrl + i (nzl)akanrlfk + bn+1

k=1
n+1
_ n+1\ kin+l1—k
= § :( v )atd
k=0

svo ad yroingin p,,; er sonn. Vid hofum par med sannad tviliouformiluna

med prepun.
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Verkefni 1.4

I deemum 1-4 skal syna fram & ad tiltekin jafna eda 6jafna gildi fyrir 61l n

ur N.

n(n+1)

1 124 tn=——

2 14+43+--+(2n—-1)=n?

3 1P+2+4-4nP=(1+2+---+n)

4
4 13+23+-~-+(n—1)3<%<13+23+~-~—|—n3

5 Synid ad sérhvert hlutmengi { R, sem er ekki tomt og hefur endanlegan
fjolda staka, hafi baedi steersta stak og minnsta stak.

6 Latum A vera mengi allra nattirlegra talna n sem fullnsegja 6jéfnunni
(1+2)" > 1+ nx + na’

fyrir 61l x > 0. Synid ad A hafi minnsta stak n; og finnid pad. Synid
jafnframt ad ¢jafnan sé rétt fyrir allar heilar télur n > n;.

7 Vi0 segjum ad heil tala n sé slétt tala ef til er heil tala m pannig ad
n = 2m. Vid segjum ad heil tala n sé oddatala ef n 4 1 er slétt tala.
Sannid eftirfarandi fullyrdingar:

(a) Heil tala getur ekki verid baedi slétt tala og oddatala.
(b) Sérhver heil tala er annadhvort slétt tala eda oddatala.

8 Synid ad um allar rauntolur z # 1 gildi jafnan

- - 1— a2
ok—1 o
H(1+x ) = T

k=1

Hvert er gildid & vinstri steedunni ef x = 17

9 Latum zx vera rauntélu og n vera natturlega tolu. Sannid ad " > x ef
x>1logn>2 Sannidad 2" <zxef0<x <1logn>2.
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10 (a) Notid tvilidu-formuluna til ad sanna a0 fyrir sérhverja natturlega
tolu n gildi jafnan

1\" (1A, T
S (A6
() -rx(ame-)

(b) Sannid ad eftirfarandi ¢jofnur gilda fyrir n > 1

2< 1+1 n<1+zn: ! <3
n k!
k=1
11  (a) Latum n vera nattarlega télu. Synid ad

bn o an — (b_ a)(bn—l +bn—2a+ L. +ban—2 +an—1)

[Abending: Notid kikis-eiginleika fyrir summur.|
(b) Latum p og n vera natturlegar tolur. Notid a-1id til ad syna ad

(n+ 1)Pt — pptl

n? P < (n+1)?
(¢) Synid ad
n—1 n
d k< A >k
k=1 r+l =
12 Latum aq,...,a, vera rauntolur sem allar hafa sama formerki og eru

allar steerri en —1. Sannid ad
(1+a1)(1+a2)...(1+an) >14+a,+ag+ -+ a,.

bPegar a; = ay =+ =a, = xr med v > —1 faest eftirfarandi ¢jafna sem
kennd er vid steerdfraedinginn Bernoulli

(14+2x)" > 14 na.

Synid ad fyrir n > 1 gildi jafnadarmerkio i 6j6fnu Bernoullis pa og pvi
adeins ad x = 0.
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13 Tolurnar { rununni 1,1,2,3,5,8,13,21,..., bar sem sérhver tala fra
og med tolunni 2 er summa neestu tveggja talna & undan { rununni,
kallast Fibonacci-tolur. Heaegt er ad skilgreina tolurnar med prepun &a
eftirfarandi hatt:

a;=1,aa =1 og ayi1 =a,+ a,—1 fyrir 6ll n > 2.

Synid ad fyrir sérhvert n > 1 gildi
()
a, < 5 .

I deemum 14-21 skodum vid nokkrar 6jofnur vardandi medaltél og synum
hvernig unnt er ad beita peim til ad leysa ymis verkefni.

Latum xq, xs, ..., z, vera jakveedar rauntolur og p vera nattirlega tolu.
Talan y
l‘p + . + "L'Z p
M, = (1—
n
kallast p—medaltal eda p—ta medaltal talnanna 1, zs, . .., x,. Talan M; kall-

ast venjulegt medaltal, My kallast ferningsmedaltal eda kvadrat-medaltal og
M_1 kallast jafnvegismedal eda harmoniskt medaltal.

14 Sannid ad M, < My,, ef p > 1 og x1, 29, ..., 7, eru rauntolur sem ekki
eru allar eins. [Abending: Notid 6j6fnu Cauchy-Schwarz med a;, = x

15  Notid nidurstédu tr deeminu hér 4 undan til ad syna ad a*+b*+c* > &
begar a® +b* +c? =8

16 Latum ay,...,a, vera n jakveedar rauntolur pannig ad a;---a, = 1.
Synid ad a; + - - - + a, > n og gerid grein fyrir ad jafnadarmerkid gildi
ba og bvi adeins ad a; = --- = a, = 1. [Abending: Beitid brep-
un. Ef télurnar aq,...,a,,; eru ekki allar jafnar télunni 1, pa er ad
minnsta kosti ein peirra, segjum aq, steerri en talan 1 og ad minnsta
kosti ein peirra, segjum a,, 1, minni en talan 1. Setjid by = aya,.41, beit-
i0 prepunarforsendu & tolurnar by, ao, . . ., a,, og notfeerid ykkur 6jéfnuna
(a1 — 1)(ans1 — 1) < 0]
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17 Latum xq,...,x, vera jakveedar rauntolur. Talan
G = T1Lo ++ -+ Tn
kallast rumfredilegt medaltal talnanna x4, ..., x,.

(a) Latum M, vera p—medaltalid. Synido ad G < M; og gerid einnig
grein fyrir ad G = M ef og adeins ef x1 =29 = -+ = x,,.

(b) Latum p og ¢ vera heiltslur, ¢ < 0 < p. Alyktid t fra nidurstoo-
unni { a-lid ad
M, <G < M,

ef tolurnar x1, xs, ..., x, eru ekki allar eins.

18 Latum a, b og c vera jakvaedar rauntélur med abe = 8. Notid nidurstod-
urnar ur deemi 17 til ad syna fram a ad a+b+c > 6 og ab+bc+ca > 12.

19 Latum zy,...,x, vera jakveedar rauntolur og setjum y, = 1/xx. Synid

(35 (5] =

20 Ef a, b og c eru jakveedar rauntélur med a + b + ¢ = 1, synid ad

(1 —a)(1—=0)(1—c) > 8abe.

21  Maodur nokkur actlar ad fjoldaframleida kassa, sem hver um sig skal vera
einn rimmetri. Kassarnir eiga ad vera maladir ad utan og madurinn
vill hafa pa pannig 1 laginu ad sem minnst purfi af malningu. Hvernig
er heppilegast ad hafa pa 1 laginu?
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Kafli 2

Foll, runur og radir

Hugtakid fall er undirstoduhugtak i steerdfreedi. Pad kemur einnig vida fyrir
i daglegri umraedu b6 med 6beinum haetti sé. Pegar talad er um ad ein steerd
sé had annarri pa byr hugtakid fall par ad baki. Til demis ma par nefna
setningar & bord vid: postburdargjald er had pyngd bréfs, hisnaedisbeetur
eru hédar tekjum, flatarmal fernings er hao hlidarlengd.

2.1 Foll

Vorpun eda fall fra mengi X inn { mengi Y er regla, sem tthlutar sérhverju
staki { X nakvaemlega einu stakii Y. Reglan getur hins vegar uthlutad ¢likum
stokum { X sama stakinu { Y.

Varpanir verda taknadar med bokstofum, yfirleitt f, g eda h og vid notum
rithattinn

f:X =Y, XLy eva f: X =Yz f(x)

um vorpun fra X inn i Y. Mengido X kallast skilgreiningarmengi vorpunar-
innar en mengid Y rddstifunarmengi vorpunarinnar. I flestum peim tilfellum
sem vi0 munum rannsaka er Y mengid R og X hlutmengi af R, yfirleitt bil,
halflina eda allt mengid R. Ef radstofunarmengid Y er R, pa kollum vid
vorpunina rauntolufall, eda raungilt fall.

Ef f: X — Y er vorpun og = € X ba latum vid f(z) takna pad stak i Y
sem [ leetur svara til x, stakid f(z) kallast gildid, eda fallgildid i punktinum
x. Vid segjum lika gildi fallsins 1 punktinum x, og segjum ad fallid f tak:
gildi sin @ menginu Y. Yfirleitt er fallgildid gefio med forskrift eda formilu,

35
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t.d. X =Y =R og f(z) = 2> + 1. Vid notum einnig rithattinn y = f(z) og
skrifum pa t.d. y = 22 +1. Vid kollum stundnum y hddu breytuna og x éhdou
breytuna. Foll purfa ekki ad koma t6lum vid. Latum t.d. X vera mengi allra
barna, latum Y vera mengi allra maedra og latum f vera vorpunina, sem til
sérhvers barns leetur svara moéour barnsins.

Latum f: X — Y vera fall. Ef A C X er hlutmengi pa latum vid f(A)
tdkna mengid

f(A) ={f(x) e Y :2 € A}.

Mengid f(X) kallast myndmengi vorpunarinnar f; ef f(X) =Y ba segj-
um vid ad f sé datek. Ef f leetur mismunandi stok 1 Y svara til mismunandi
staka { X b.e.a.s. f(x1) # f(x2) ef x; # x5 ba segjum vid ad vorpunin [ sé
eintek; ef f er beaedi einteek og ateek pa segjum vid ad f sé gagntek.

Sem deemi latum f og ¢ takna follin fra R inn { R, sem gefin eru med
forskriftunum f(x) = 2° +1 og g(x) = 23+ 1. Pa er f hvorki einteek né ateck
en g er gagntaek.

Ef f er gagntack vorpun fra X inn 1Y ba gildir um sérhvert y 1 Y a0 til er
nékvaemlega eitt x 1 X bannig ad f(z) = y. Vid getum bvi skilgreint vérpun
g fraY inn i X & eftirfarandi hatt: g(y) = z ef f(z) = y. Vorpunin g kallast
andhverfa f og er oftast taknud med f~1.

Fall f fra mengi X inn i R eda C er takmarkad ef til er tala M > 0 pannig
ad |f(x)] < M fyrir 6ll z i X. Fall f sem tekur bara gildi sin i R er sagt
takmarkad a0 ofan (nedan) ef til er tala M bannig ad f(x) < M (f(x) > M)
fyrir 6ll x 1 X.

Skilgreining 2.1.1. Latum f: X — R. Framvegis munum vid skrifa
sup fx =sup{f(z) : z € X}

0g
inf fxy = inf{f(x):z € X}

Ef fallio f er ekki takmarkad ad ofan pé skrifum vio sup fx = +oceninf fx =
—oo ef pad er ekki takmarkad ad nedan. Oft skrifum vid sup f og inf f pegar
ljost er hvert skilgreiningarmengid X er.

Ef f og g eru foll fr4a mengi X inn i R eda C ba skilgreinum vid summu
fallanna f og g sem fallio, taknad med f+g¢, sem skilgreint er med forskriftinni

(f+9)(x)=f(z)+g(x) fyrirollz e X
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og margfeldi fallanna f og g, taknad fg, sem fallid sem skilgreint er med
forskriftinni

(fo)(z) = f(x) - g(x) fyrir 6ll x € X

og ef k er tala (rauntala eda tvinntala) ba er kf fallid sem skilgreint er med
forskriftinni

(kf)(x) =k f(x) fyrir 6ll x € X.
Ef f: X =Y ogg:Y — Z eru varpanir pa skilgreinum vid vérpun
gof:X—=>Z7
med pvi ad setja
(90 f)(a) = g(f(x)  fyrirlla € X.

Vorpunin g o f kallast samskeyting varpananna f og g.

Skilgreining 2.1.2. Fyrir fall f: X — Y setjum vid

Uy ={(z, f(2)) v € X}

og kollum petta mengi fallrit eda graf fallsins f.

Verkefni 2.1

[ deemum 1-8 eru foll skilgreind med formalum.

(i) I hverju deemi fyrir sig skal tilgreina steersta hlutmengi i R par sem
fallio er skilgreint. Pad mengi kallast pa skilgreiningarmengi fallsins.

(ii) I deemum 1-4 skal jafnframt tilgreina myndmengin.

1 f(z) = (Va)’ 6 f(r)— ———
2 g(z)=+V1—-2a2 m”
3 gl) = VT T e T2 - f<x>=(2fx)/
4 g(z)=+8x —22—14

5 hiz)=va® -2 32 8 flx)= x;:?
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9 Skrifid f(g(z)) og g(f(x)) ef f(z) = Va? —1o0g g(z) = /1 — z. Finnid

sidan skilgreiningarmengi og myndmengi fallanna.
10 Finnid g pannig ad f(g(z)) = 1+ 2? — 22° + 2* bar sem f(z) = 1+ 2%

11 Setjum H ={z € C:Rez > —1/2} og E ={z € C: |z] < 1}. Synid
ad f(z) = z/(1+ z) sé gagnteek vorpun fra H 4 E.

2.2 Runur

Rauntalnaruna er fall s fra N inn 1 R en tvinntalnaruna er fall fra N inn 1 C.
Sem sambheiti yfir hvort tveggja notum vid ordid talnaruna, eda bara runa.
Vio getum gert lista yfir gildi talnarunu s

Yfirleitt notum vid eftirfarandi rithatt: Setjum s; = s(1), so = s(2) og
almennt s, = s(n). Toélurnar

51,82y -+.,Sp, ...

kallast lidir rununnar; nanar til tekid kollum vid s, n-ta lid rununnar. Runan

s er jofnum hondum taknud med (s,,)5%, (S1,592,. .., Sn,...) eda bara (s,).

Daemi 2.2.1. (i) s(n) = 2n fyrir 6ll n € N. Pessa runu mé einnig rita sem
(2n)2, eda (2,4,...,2n,...).

(ii) s(n) = n?+/n fyrir 6ll n € N, rununa mé einnig rita sem (n?+/n)>,
eda (2,4 ++2,...,n>+n,...).

(iii) (cosm)22,. Hér er s(n) = cosn fyrir 6ll n € N.

(iv) Stundum er n—ti lidur skilgreindur ut fra lidum med laegri ntmer t.d.
=1 F,=10g F, = F, 1+ F,_ 5 ef n > 3. Slik skilgreining kallast
rakin framsetning eda prepaskilgreining. Runan (F,)S%, er hin svonefnda
Fibonacci-runa. Han er kennd vid italska kaupmanninn og steerdfreedinginn
Leonardo sem einnig var kalladur Fibonacci (af Bonacci eettinni), og var uppi
um aldamotin 1200. Hér er 6rougra ad finna formulu fyrir n-ta lionum F,, en
syna ma fram & ad

r-((50)-(59))




2.2. RUNUR 39

(v) Sem daemi um tvinntalnarunu getum vio tekid rununa (¢")7°,. Ef vid
skrifum lista fyrir pessa runu feest:

i,—1,—i,1,4,—1,—i,1,i,...

(vi) Runa barf alls ekki ad taka 6endanlega morg gildi: Til demis tekur
runan ((—1)")>2, (p.e.a.s. runan (—1,1,—1,1,...,(—=1)",...)) bara tvo gildi
og runan (1,1,...,1,...) tekur bara eitt gildi.

Skilgreining 2.2.2. Runa sem tekur bara eitt gildi kallast fastaruna.

Runa s er pvi fastaruna ef til er tala ¢ pannig ad s(n) = c¢ fyrir 6l
n € N. Rununa ma lika rita sem (¢, ¢, ..., c,...). Ef vid notum skilgreiningar
i grein 2.1 & summu og margfeldi falla med gildum 1 R eda C fast eftirfarandi
forskriftir fyrir runur:

(an)n 1+ (0n)nzy = (an + b))
bn) (an b )20:1
k(an)zo = (kan)py.

Vid getum ordad pessar reglur 4 eftirfarandi hatt: Vio leggjum saman tveer
runur med pvi ad leggja saman 1id fyrir lid, vio margfoldum saman tveer runur
med pvi ad margfalda 1i0 fyrir lid og vido margfoldum runu med t6lu med pvi
ad margfalda alla lidi rununnar med télunni.

Vid hofum i moérgum tilfellum ahuga & hegdun n-ta lids runu fyrir stor
gildi & n og einkum og sér 1 lagi viljum vid kanna hvort lidirnir pjappist um
einhverja tiltekna t6lu. Vio skulum utskyra petta nanar.

Skilgreining 2.2.3 (1. utgafa). Rauntalnaruna (s,)>°, er sogd hafa mark-
qildio L ef eftirfarandi skilyrdi er fullneegt:

Ef vid feerum okkur eftir rununni komum vid ad 1id, pannig ad lidurinn og
allir sem & eftir koma eru eins og L a0 1. aukastaf. Ef vid feerum okkur afram
komum vid ad 1id, pannig ad lidurinn og allir sem & eftir koma eru eins og L
a0 2. aukastaf, ef vid feerum okkur enn afram eftir rununni komum vio ad
1id, pannig ad lidurinn og allir sem & eftir koma eru eins og L a0 3. aukastaf
og pannig koll af kolli.

Vid segjum ad runan sé samleitin med markgildi L eda ad runan stefni &

L.
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Daemi 2.2.4. Fastarunur, runur par sem allir lidir eru eins, hafa augljost
markgildi. Skodum naest rununa (s(n))2,; bar sem s, = (1 — 1/n). Petta er
runan

(0,1/2,2/3,3/4,....(n—1)/n,...).

Dessi runa hefur markgildio 1. Skodum t.d. lidinn 1 — 1/1000. Nua er 1 —
1/1000 = 1—1/103 =1—0,001 = 0,999 sem er eins og 1 ad 6drum aukastaf.
bPar sem s,, < s, ef n > m pa er s, eins og 1 ad 6drum aukastaf ef n > 1000.
A sama hatt sést ad pegar komid er ad 1id nr. 10® ba er sa lidur og allir sem
a eftir koma eins og 1 ad 7. aukastaf. Svona ma halda afram.

Naest setjum vid skilgreininguna um markgildi fram 4 hnitmidadri héatt.

Skilgreining 2.2.5 (2. utgafa). Rauntalnaruna (s,)°2; er sogd hafa mark-
gildio L ef fyrir sérhverja nattirulega tolu k£ er til namer N pannig ad lidur
nr. N i rununni og allir sem & eftir koma er eins og L ad k-ta aukastaf.

Vid hofum s¢d ad |s —t| < 107% ef s og t eru eins ad k-ta aukastaf og ad
ef |s —t| < 107+ b4 eru s og t eins ad m-ta aukastaf hid minnsta. Vid
getum pvi sett fram enn eina jafngilda skilgreiningu a markgildi.

Skilgreining 2.2.6 (3. utgafa). Rauntalnaruna (s,)2°; er sogd hafa mark-
gildio L ef fyrir sérhverja nattirulega télu k£ er til ntmer N pannig ad
|L — s,| < 107% fyrir 61l ntmer (b.e.a.s. allar nattiarulegar télur) n > N, eda
ef vid leysum upp ur télugildinu,

L-10%<s,<L+107F
yrir 6ll n > N.

A myndinni hér fyrir nedan er [ bilid [ = (L — 107, L 4+ 107).

I

b= . )
O y

Hsn fra og med N H

Mynd 2.1:

\4

Petta er su utgafa sem pacgilegast er ad vinna med og vido munum yfirleitt
nota. Vid segjum lika ad runan (s,)%2, stefni @ L, ad runan s sé samleitin
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med markgildi L og ritum lim, ... s, = L eda s, — L, pegar n — oo eda
bara s,, — L.

Daemi 2.2.7. % — 0 vegna bess ad um hvada nattarulega tolu k sem er
gildir ad ef N > 10* b4 er % — O’ < 107% ef n > N. Runan ((—1)")>,
hefur hins vegar ekkert markgildi vegna bess ad ef L er einhver tala pa er

|(=1)" — L| > 1 fyrir allar sléttar tolur n ef L < 0 og fyrir allar oddatélur n
ef L >0.

Runa sem er ekki samleitin er s6gd dsamleitin.

Daemi 2.2.8. Skodum nanar hvad bad merkir ad runa (s,) stefni ekki & tolu
L. P& eru skilyrdi skilgreiningarinnar hér ad ofan ekki uppfyllt sem pyodir ad
til er bil med midju L, eins og ad ofan, pannig ad 6endanlega margir lidir
rununnar (s,) eru utan bilsins. Pad er nokkud ljost ad pannig hattar med
rununa ((—1)").

Skilgreiningin hér ad framan getur allt eins att vido um tvinntalnarunur.
Ur kaflanum um tvinntolur vitum vid ad ef L og S eru tvinntolur pa er talan
|L — S| fjarlegdin milli L og S. Ad |L — S| < 107* bydir pvi ad S liggi innan
skifu med midju L og radius 107%.

Mynd 2.2:

Skilgreining 2.2.6 sem vid settum fram um rauntalnarunur & sér samsvor-
un fyrir tvinntalnarunur; vid purfum bara ad setja ordid tvinntalnaruna { stad
rauntalnaruna. A9 tvinntalnaruna (z,)22; stefni & L byoir ba ad fyrir hvada
skifu sem er med midju L er til tala N pannig ad z, liggur innan skifunnar
ef n > N. Petta ma lika orda pannig ad fyrir hvada natturulega télu k£ sem
er, er til tala N pannig ad z, liggur innan skifunnar med mioju L og radius
107% ef n > N. Ef (2,)22, er tvinntalnaruna bé tengjast henni tveer
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Zn -'. ®
f L]
Z9 21
Mynd 2.3:

rauntalnarunur (z,)5, og (y,):>, bar sem z,, = Rez, og y, = Im z, fyrir
sérhvert n. Ef z = x + iy par sem x og y eru rauntélur pa gildir, ad

2], [yl < [z < 2] + Jy] -

Med bvi ad nota pessar 6jéfnur ma syna fram a ad (z,)5%; er samleitin ef og
adeins ef (x,)°2; og (yn)s, eru samleitnar og ad z, — Li +iLs ef x,, — Ly
0g Yn — Lo.

Daemi 2.2.9. % +1 (1 — %) — 1, vegna pess a0 % — 0 pegar n — oo.

Af pvi sem ad ofan stendur meetti setla ad athuganir & tvinntalnarunu
meetti einskorda vid ad athuga tilsvarandi raunhluta- og pverhlutarunur. Pad
er po ekki alltaf svo; stundum ma fa gagnlegar upplysingar um rauntalnarun-
ur med pvi ad lita & rétt valdar tvinntalnarunur eins og kemur {1 1j6s sidar.

Vikjum na aftur ad rauntalnarunum. Vid segjum ad rauntalnaruna (s,)5
sé¢ takmorkud ef finna ma rauntélu M > 0 bannig ad |s,| < M fyrir 6ll n,
sem er pad sama og a0 —M < s, < M fyrir 6ll n. Samleitnar runur eru

takmarkadar. (Sja deemi { deemakaflanum.)

Rauntalnaruna (s,)%, er s6g0 vazandi ef s, < s,41 fyrir 6ll n, b.e.a.s. ef

31§32§...<3n§...

Runan (s,)52, er s6gd minnkandi ef s,, > s,1 fyrir 6ll n, b.e. ef

§1 283228y 2>
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Daemi 2.2.10. Runan

1 o0
(1 — —) er vaxandi
n _
n=1
en runan
1 o
— er minnkandi.
n n=1

Runa er s6gd einhalla ef hin er annadhvort vaxandi eda minnkandi. Um
samleitnieiginleika einhalla runa héfum vio eftirfarandi setningu.

Setning 2.2.11. Takmorkud einhalla rauntalnaruna er samleitin.

Sonnun. Latum (s,)22; vera takmarkada vaxandi runu. Myndum mengio
A={s, :neN}

mengi peirra staka sem koma fyrir sem lidir rununnar. Par sem runan er
takmorkud pa er til M bannig a0 —M < s, < M fyrir 6ll n og pvi hefur A
efri mork. Setjum L = sup A. Pa gildir sérstaklega ad

sp < L fyrir 6ll n (1)

Lat nu k vera natturulega tolu. Talan L — 107" er ekki yfirtala fyrir mengio
A og bvi er til n pannig ad

L-10"<s, <L
Par sem runan er vaxandi pa gildir ad
L-—10"%<s, < L, fyrir 6llm > n

sem synir ad s, er eins og L ad k-ta aukastaf fyrir m > n.

Ef (5,)9°, er takmorkud minnkandi runa pa er (—s,)5°; takmorkud vax-
andi runa og hefur pvi markgildi L samkvaemt pvi sem vio vorum ad sanna.
En ba stefnir s, & —L vegna |L — (—s,)| = |—L — s,|. O

Dzemi 2.2.12. Synid ad runan (s,)°%, bar sem s; = V2 0g $p41 = /2 + 5
fyrir 6ll n er vaxandi og takmorkud og par med samleitin.
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Urlausn. Synum med prepun ad s, < 2 fyrir 61l n. N er s; < 2 og ef vid
gerum 1ad fyrir ad s,, < 2 pa faest

Spe1 = V2 + 5, <V2+2=2.

Par med er s, < 2 fyrir 6ll n. N1 feest
(Snt1 = n)(Snt1 4 80) = S50 — 5
=245, s

2
n

=s,(2—5,) >0 vegna 0 < s, < 2.

> 25, — S

bPaer s, 1 — s, > 0 vegna bess ad s,4+1 + s, > 0, b.e.a.s. s, < 5,41 fyrir 6l
n.

Runan hér ad ofan er takmorkud og vaxandi og pvi samleitin. Hvert er
markgildio L? Fyrstu lidir rununnar eru

V2,024 V2,2 + 2+ V2

svo lita ma & markgildid L sem tulkun & ¢endanlega forminu

2+\/2+\/2+\/2+\/ﬁ

Litum & jofnuna s,.1 = v/2+ s, . Par sem markgildio er til p4 getum vid
skrifad

lim s, = lim /2 + s,.
n—o0 n—oo
Af bessu leidir (eins og sidar verdur gerd itarleg grein fyrir) ad,
L=+v2+1L

svo ad L? = 2 + L. Lausnir pessarar jofnu eru L = 2 og L = —1. Par sem
runan er jakveed vaxandi runa pa getur L ekki verid —1, svo L = 2.

I nsestu setningu eru settar fram einfaldar reglur um runumarkgildi. Pess-
ar reglur eru ageet hjalparteeki vio athuganir 4 tilvist markgilda.
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Setning 2.2.13. (i) Ldt (s,) vera samleitna runu, lims, = L. Bium
til ngja runu (|s,|) af télugildum lidanna @ (s,). Hun er lika samleitin
og lim |s,| = |L|.

(ii) Ldt (s,) vera runu og L vera télu. Buum til nijja runu (|s, —L). Um
samband pessara runa gildir ad

lims, = L ef og adeins ef lim|s,, — L| = 0.

(iii) Lat (s,) vera samleitna runu, lim s, = L. Ef s, > 0 fyrir 6lln pd er
L >0.
(iv) Klemmureglan Ldtum

(an)pZis  (On)nZy 09 (cn)niy
vera rauntalnarunur pannig ad

an < b, <c, fyrir olln

09

lim a, = lim ¢, = =.
n—oo n—oo

[e.9]

bd er runan (b,)5, samleitin og

lim b, = z.
n—roo

(v) Ldt (a,) vera runu og t vera télu. Buum til ngja runu (ta,) med pvi
a0 margfalda alla li0i rununnar (a,) med t. Pd gildir ad ef (a,) er
samleitin, lima,, = L, pd er runan (ta,) samleitin og limta, = tL.

Sénnun. Vid skulum sanna (iii) og (v). Ef L < 0 ba ma finna natturulega
tolu k pannig ad —L > 107%. Enpaera,—L > —L > 107% svo ad lima,, # L
skv. 3. utgéafu & skilgreiningu runumarkgildis.

Til ad sanna (v) ba veljum vid nattirulega télu [ bannig ad [t| < 10
Notum 3. utgéafu & skilgreiningu a4 runumarkgildi. Gefin nattaruleg tala k.
Purfum ad syna fram & tilvist NV pannig ad

|ta, —tL| < 107F fyrir 61l n > N.
. Notm okkur samleitni (a,) til ad velja N bannig ad

lan, — L| < 1077 fyrir 61l n > N.
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P4 feest ad,
ta, — tL| = |t| - |an, — L| < 10'107% = 107"
fyrir 61l n > N. O

[ eftirfarandi setningu eru settar fram mikilveegar reiknireglur vardandi
runumarkgildi.

Setning 2.2.14. Ldatum (s,) og (t,) vera samleitnar talnarunur og lim,, . s, =
L og lim,,_,o t, = M. Pd er
(i) limy, yoo Sp 6, = L+ M
(ii) limy, o0 Sptn, = LM
(iii) og ef s, # 0 fyrir 6lln og ef L # 0 pd er

nh_)Igo 1/s, =1/L.

Sonnun. Vid skulum sanna (i) og (iii). Vid notum setninguna & undan
2.2.13. Vio faum ao

|LM — spt,| = |LM — Lt, + Lt, — spt,| < |L| - |M —t,] + |ta] - |L — 55|

Nt er runan (s,) samleitin og pvi takmorkud, til er K pannig ad |s,| < K
fyrir 6ll n. Par med er

0 <|LM — sptn| < |L|-|M —t,]| + K|L — sy].

Tveir sidustu lidir stefna & 0. Par med stefnir summa beirra & 0 og ba gildir ad
lim |LM —s,t,| = 0 og bar med er lim s,,t,, = LM, alt samkveemt setningunni
& undan, 2.2.13.

Til ad sanna (iii) pa skulum vio fyrst athuga ad ef lims,, = L og L # 0
bé er til nimer N bannig a0 |s,| > |L|/2 ef n > N. Veljum nattarulega tolu
k banig ad 107% < |L|/2 og sidan N bannig ad |L — s,| < 107% ef n > N. Pa
faest ad

1L = [sl| < |L = sl < 107 < |1]/2

ef n > N. Vio faum pé ad

|L — s, 2
T
|Ls,| L?

O<|1 1|_|L—sn
s L'

L— s,.
- o L = snl

Sidast lidur stefnir 4 0 og bar med er lim1/s, = 1/L, allt samkveemt setn-
ingunni & undan, 2.2.13. 0
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Daemi 2.2.15. Lat [aq,b1] D [az,bs] D -+ D [ay,b,] D -+ vera minnkandi
runu af lokudum og takmarkudum bilum. P& mynda vinstri endapunktar
bilanna vaxandi runu takmarkada runu (a,,) og heegri endapunktarnir minnk-
andi takmarkada runu (b,) og par med eru badar runurnar samleitnar. Lat

a =lima, og b =1imb,.
Pa gildir samkveemt setningunni & undan, 2.2.14, ad
b—a=limb, — lima, = lim(b, — a,) > 0,
svo ad fyrir sérhverja natturulega tolu £ gildir
ar <lima, <limb, < b.

Par med faest ad bilid [a, b] er hlutmengi af 6llum bilunum [ay, bg] svo ad

e}

[a,0] € [)[an ba).

n=1

(Raunar gildir hér jafnadarmerki.) Sér i lagi pa er snidmengid ekki tomt.
Snidmengid er einspunktsmengi ef lengd bilanna stefnir & 0.

Athugasemd. Ef runurnar (z,,)5%, og (y,)5, eru badar samleitnar pa er
runan (z, + yn)r, samleitin samkveemt sidustu setningu. Ef hins vegar
()22, er samleitin og (y,)5°; er 6samleitin ba er runan (x,, + y,, )%, 6sam-
leitin. Ef badar runurnar (x,,)2%, og (y,)2, eru 6samleitnar pa getur runan
(Tn, + Yn )22, verid hvort sem er samleitin eda 6samleitin (sja demid hér a

eftir).
Daemi 2.2.16. Runurnar
(0,1,0,1,0,1,...), (0,-1,0,-1,0,—-1,...), (1,0,1,0,1,0,...)

eru allar 6samleitnar, en summa beirra tveggja fyrstu, sem er fastarunan
(0,0,0,0,0,...), er samleitin. Hins vegar er summa tveggja seinni runanna,
runan (1,—1,1,—1,1, —1,...), 6ésamleitin.

Daemi 2.2.17. Markgildid

sinn
=0

lim
n—oo N

bvi (—1/n) < (sinn/n) < (1/n) og lim, o (—1/n) = lim, . (1/n) = 0.
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Eftirfarandi markgildi eru pekkt eda verda fundin sidar:

lim (1 n f)” — et
n

n—oo

lim n% =1

n—oo
|
lim o8N _ 0
n—oo n
og
o 0 eflal <1
lim a" = .
n—00 1 efa=1

Athugid ad sidasta markgildid hér fyrir ofan er ekki til fyrir onnur gildi &
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Verkefni 2.2

I deemum 1-17 skal kanna markgildi gefinna runa og akvarda markgildid par

sem pad & vid.

1 1
ay, = ——
5n2
3 2
2 a,= nt
n — 3
3 nt-1
a"_nz—i—l
2
4 a,= r
2n + 1
. Vn+y/n
Ap = —————
Vn+/n
6 — [
7 a,=14+(-1)"
1 -1
8 a, — +(—1)

9 a,=cos

10

11

12

13

14

15

16

17

a, = nsinnm

Ay =

Ay =

Ay =

Ay =

2+ cosn
V n

sinn
3n
(3"

(3)" + ()"

1 2 n
2
n!
on
1-3:5---(2n—1)

(2n)"

1-3-5---(2n—1)
n!

I deemum 18-21 skal akvarda hvort runurnar séu vaxandi, minnkandi eda yfir

hofud einhalla.

n—2

18 a, = 20
n—+ 2
19 t 21
a, =
dn — 1
22 Synid ad lim |a,|=|L| ef lim a, = L.
n—roo n—o0

23 Latum (a,)22, vera runu. Synid ad lim a, = L # 0 hafi { {6r med sér

n—

ad runan ((—1)"a, )5, sé 6samleitin.

oo
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24 Runa (a,)2, er gefin med
1
ar =2, any1= 5(% +4)

(a) Synid ad a, < 4 fyrir 6ll n > 1 og (a,)22; sé strangt vaxandi.
(b) Finnid markgildi rununnar.

25 Latum x og y vera rauntolur pannig ad x > y > 0. Skilgreinum runu
(a,) med eftirfarandi heetti:

a; = xr+vy
a, = x+y—ay/a,_1, fyriroll n>1
Synid ad a, = (z"t — y*th) /(2™ — y™), fyrir 61l n. Finnid einnig

markgildi rununnar. Hvernig verdur runan pegar x = y og hvert verour
bé markgildi hennar?

26 Latum (a,) vera runu med a, > 0, fyrir 6ll n. Gerum rad fyrir ad
any1/a, — p, begar n — oo. Synid:
(a) Ef p <1, ba a, — 0, begar n — o0
(b) Ef p > 1, b4 a,, — o0, begar n — 0.

27  Fyrir hvada rauntélur € er runan (sinnf), samleitin? [Abending: Notid
tvinntolur. |

28 Lat (s,) vera samleitna runu. Sannid ad runan sé¢ takmorkud.

29 Lat (s,) og (t,) vera samleitnar runur pannig ad s, > t, fyrir 6l n.
Sannid ad lims,, > limt,. Hvad ef forsendum er breytt i s, > ¢, fyrir
oll n > 117

30 Latum ag og by vera jakveedar tolur pannig ad ag > by. Setjum

a, + by,

bn - nbn
2 H=va

Ap+1 =

(a) Synid ad
Gy > Qi1 > by > by

(b) Alyktid ad (a,) og (b,) séu samleitnar.
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(¢) Synid ad lim a, = lim b,.
n—0o0 n—o0

I deemum 29-32 skal fyrst gera grein fyrir pvi hvort runurnar séu takmark-
adar. Sidan skal kanna hvort paer séu samleitnar og finna markgildi peirra ef

SVO er.
31 gy =1+ (-1)"+i"+(—i)" g , _los(@+1
" n
144)"
32 an:< n) 34 a,=VvVn? +n-—n
35 I bessu deemi er eetlunin ad bua til reiknirit til ad reikna ut kvadrat-
reetur.
(a) Latum A > 0. Rannsakid fallid f(z) = 1(z + 2) fyrir > 0 og
gerid grein fyrir pvi ad f hafi laggildi i # = v/A. Synid svo fram a
ad f(z) > x fyrir 2 > VA og f(x) < z fyrir z < VA.
(b) Latum A > 0 og x; > 0 vera gefin. Skilgreinum rununa (z,)5,
med
1 N A
Tpy1 = 2 Ty T,
Reiknid fyrstu 4 lidi rununnar i tilfellinu pegar A = 2 og x; = 2.
Notid svo eiginleika fallsins f til a0 sanna, fyrir hvada A > 0 og
x1 > 0 sem er, ad runan s¢ minnkandi frd og med n = 2. Sannid
a0 lokum ad runan sé samleitin og finnid markgildi hennar.
36 Latum (a,)5, vera runu sem uppfyllir skilyroio

37

n=1

lim as, = lim ag,, 1 = L.
n—oo n—o0

Synid ad runan (a,)S%; sé samleitin og lim a, = L.
n—oo

Latum k& > 0 og ;1 > 0 og setjum x,, 11 =

fyrir n > 1. Synio ad
1+z,
onnur af rununum 1, x3, Ts, ... 0g To, T4, Tg, ... sé vaxandi og hin sé

minnkandi. Alyktid svo ut fra pvi ad runan i, o, o3, ... sé samleitin
og markgildi hennar sé jakvaed rot jofnunnar 22 + z = k.
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38 Latum (F},)>°, vera Fibbonacci-rununa. Alyktid t fra nidurstoounni

n=1
i deeminu hér ad ofan ad runan (F,1/F,)5% sé samleitin. Latum
. Fn+1
7= lim .
n—oo [,

Synid ad 7 = (1 + V/5).
39 Latum (a,)2, vera runu og setjum b, = (a1 + as + - - - + a,)/n.
(a) Synid ad lim a, = L hafi { fér med sér lim b, = L.
n—o0 n—oo

(b) Finnid deemi par sem runan (a,) er ¢samleitin en runan (b,) sé
samleitin.

2.3 Radir

Griski heimspekingurinn Zeno setti fram nokkrar snidugar pversagnir & 5.
old fyrir Kristsburd sem menn veltu vongum yfir 6ldum saman.

Ein pversagnanna var eitthvad a pessa leid: Hugsum okkur kapphlaup
milli Akkillesar og skjaldboku (Akkilles var fotfrar forngriskur kappi), par
sem skjaldbakan feer forskot, pa neer Akkilles aldrei skjaldbdkunni, segir Zeno,
vegna pess a0 pegar Akkilles hefur hlaupid forskotio pa er skjaldbakan komin
adeins lengra. Pegar Akkilles hefur hlaupid pann spol er skjaldbakan enn &
undan. Pegar Akkilles hefur hlaupid pann spol lika hefur skjaldbakan baett
einhverju vid o.s.frv. Akkilles neer aldrei skjaldbokunni.

Vio skulum smida steerofreaedilegt likan af pessu ferli.

Hugsum okkur ad skjaldbakan hlaupi med féstum hrada h; m/sek og
AKkkilles med fostum hrada he m/sek og ad Akkilles sé ¢ sekundur ad hlaupa
forskotid. A peim tima beetir skjaldbakan ht metrum vid. Pann spél hleypur

Akkilles & Z—;t sekundum, og & medan fer skjaldbakan Z—Et metra sem pad tekur

2
AKkkilles (ﬂ) t sekundur a0 hlaupa. pa eru lionar

ha
hy hi\ 2
t+ —t — t
o +(h2)

sekundur. Svona heldur petta afram og & n-ta prepi eru lidnar

t+ﬁt+ E 2t+ + E nilt
ho ho ho
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sekiindur. Vio skulum nu lata

0g

h h R\
Sy =14 —t 4 [ — t+~-~+ - t  efn>1.
ho e

Med pvi ad nota formuluna tar deemi 1.4.2 feest:

h n
- (&)

M
1 s

Sy =1 efn>1.

Ef hy > hy b.e. ef Akkilles hleypur hradar en skjaldbakan ba er runan (s,,)2
samleitin og samkveemt markgildum aftast i grein 2.2 ba er

r ; 1 ths
im s, = = )
2

Eftir ”?hl sekundur eru Akkilles og skjaldbakan & sama stad og forskot
skjaldbolunnar er uppurio.

Runan (s,)22, er deemi um pad sem kallad er 760 eda stundum dendanleg
r00. Vid setlum ad gefa nakveema lysingu &4 pvi hvad 6endanleg roo er.

Skilgreining 2.3.1. Fyrir gefna talnarunu (a,)?2, bium vid til adra runu
(8,)22, med bvi ad leggja saman lidi i gefnu rununni. P.e.a.s.

S1=aj, S =a;+ay ogalmennt s,=a;+ - -+ a, :Zak.
Runan (s,):2, kallast dendanleg 160, eda bara 169, tdknud med

a+ag+ -+ a, + Zak Zak.

Talan a,, kallast n-ti liour radarinnar, talan s, kallast n-ta hlutsumma rad-
arinnar og runan (s,)%; kallast hlutsummuruna radarinnar.
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. n—1
I deeminu um AkKkilles og skjaldbokuna péa er a; =1t og a, =t (Z—;) ef

2 n—1 k
n>1o0gs,=t+ 2t + (%) t+- o+ (%) t=t>0") (%) .
Eins og 1 deeminu ad framan héfum vio oft dhuga 4 ad kanna samleitni
hlutsummurunu tiltekinnar radar.

Skilgreining 2.3.2. R60 Y7, a), er s6gd samleitin pegar hlutsummurunan
(8)5%; er samleitin. Ef lim,_,. s, = S ba segjum vid ad rédin y -, aj s¢
samleitin med summu eda markgild:s S, og skrifum

iak =5
k=1

eda
Z Q. — S.

Pegar vio skrifum ) a,, = S ba byoir bad i fyrsta lagi, ad r6din sé samleitin
b.e. ad hlutsummurunan (s,)2; sé samleitin og { 6dru lagi, ad markgildi
hlutsummurununnar s¢ S. Athugid ad vid notum pa tdknid > a; um tvo
fyrirbeeri, nefnilega sjalfa rédina og einnig um markgildid.

— 1
D i 2.3.3. Synid ad — = 1.
@mi ynid a ; o
Urlausn. Athugum hlutsummurununa (s, ) ;. Nt er

111 1 1{1-3)
S"—;z—k—fﬁ*'“*z—nﬁ(ﬁ -

)n+1 = 0 pa faum vid

1 1
lim s, = = ) =1
n—00 2 1—5

Eins og fyrir endanlegar summur héfum vio eftirfarandi eiginleika:

Par sem lim,,_, (%

Setning 2.3.4. Latum Y a, og Y. b, vera samleitnar tvinntalnaradir og o
og B wvera tvinntélur. Pd er rodin

Z(aan + Bb,)
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samleitin og summa hennar er gefin med
Z(aan + pb,) = az a, + ﬁz b,,.

Sonnun. Vio skrifum

n

Z(aan + pb,) = aZan + ﬁan.
k=1 k=1

k=1

Vid hofum ad
h_)m (Oéian"i_/@ibn):aian—i_/@i&%
k=1 k=1 n=1 n—=1

svo ad lim,, o0 Y,y (@a, + Bb,) er til og par med héfum vid

o0

Z(aan + pb,) = nll_)l’glo zn:(ozan + Bby)
n=1 k=1
— n]gr; (aian +ﬁibn>
k=1 k=1
« Z a, + [ Z b,.
n=1 n=1

O

Pegar vid erum ad fast vio radir er pad tvennt sem vido hofum adallega
dhuga 4. I fyrsta lagi pad hvort rédin sé samleitin og i 60ru lagi hver sé
summan ef rédin er samleitin. Vid skulum kanna betta nanar. Athugum
fyrst rauntalnaradir med engum neikvedum lioum.

Ef Y a, er rauntalnar6d med engum neikveedum lidum p.e. a, > 0 fyrir
6ll n pa er hlutsummurunan (s,)%, vaxandi vegna bess ad

Sn—i—l:a1+"'+an+a’n+1zsn+an+lan

fyrir 6ll n. Til a0 skera tr um samleitni radarinnar er pvi ndég samkvaemt setn-
ingu 2.2.11 ad athuga hvort hlutsummurunan (s,)5°, s¢ takmorkud. Petta
gefur tilefni til fyrsta samleitniprofsins sem vid setjum fram.
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Setning 2.3.5 (Samanburdarprof). Latum > a, 0g > b, vera rauntalnaradir
og gerum rdd fyrir pvi ad

0<a,<b, fyrir oll n.
Dbd er > a, samleitin ef Y b, er samleitin.

Sonnun. Latum s, =Y ;_ a; og t, =Y ._, bp. Gerum rad fyrir ad > b, sé
samleitin med markgildi B. Pa er t,, < B fyrir 61l n vegna bess ad (t,)2, er
vaxandi og t,, — B. Par sem

sp<t,<B fyrir 61l n
ba er (s,)5°, vaxandi takmorkud runa og par med samleitin samkveemt setn-

ingu 2.2.11. U

Athugasemdir. (i) Setningin segir einnig ad ef Y a, er ésamleitin ba er
> b, lika 6samleitin.
(ii) Setningin hér ad framan er lika rétt pott bara sé vitad ad

0<a,<b,

fra og med einhverju tilteknu nameri nyg.

Daemi 2.3.6.

1
2571

er samleitin vegna pess ad 2% er samleitin og vegna pess ad
fyrir 6ll n > 1.

1 1
2n+1 < 2n

Annad prof sem svipar til samanburdarprofsins er hid svokallada mark-
gildissamanburdarprof.

Setning 2.3.7 (Markgildissamanburdarprof). Ldtum > a, og Y. b, vera
rauntalnaradir med engum neikvedum lidum.
Ef markgildio
. An
Qi ==L
er til og ef L > 0 pd eru radirnar annad hvort badar samleitnar eda bddar
osamleitnar.
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Sonnun. Par sem lim,, ‘;—Z = L og L > 0 pa er til tala N pannig a0

n L
Z—n—L <§ fyrir 6ll n > N.
b.e.a.s.
L L
§<%<37 fyrir 6ll n > N.

bar med er

3L 2
a, < 7()” og b, < Ean fyrir 6ll n > N.
Par sem rodin Y 2£b, er samleitin ef Y b, er samleitin og par sem Y Za,
er samleitin ef Y a, er samleitin ba synir fyrsta samanburdarprofid asamt
athugasemd vid pad, ad radirnar eru annad hvort badar samleitnar eda badar
Osamleitnar. O

Til pess a0 hafa gagn af samanburdarpréofunum purfum vid ad eiga til
samanburdar forda af rédum sem vid vitum um hvort eru samleitnar eda
6samleitnar. Vid munum hér og 1 seinni koflum smém saman baeta i sarpinn.

Dzemi 2.3.8. Rodin Z

1
R er samleitin.
n —

Urlausn. Til bess ad gera okkur grein fyrir pvi skulum vid umrita n-ta lid
rununnar:

1 1 1 1 1
n2—1 (2n—1)2n+1) 2\2n—1 2n+1)°

Pessi umritun audveldar okkur ad reikna ntu hlutsummuna ut:

Sn:l<1_l)+l<l_l>+l(l_l)+
2 3) ' 2\3 5) 2\5 7T
1/ 1 1

+"'+§(2n—1_2n+1>

1 . 1
2 2n+ 1
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svo ad lim s,, = % og bar med er

- 1 1
Z4n2—1:§'

n=1

Pessi 160 er deemi um r60, sem oft er kollud kikisréd. R60 ) a,, kallast
kikisr6o ef til er runa (bo,by,...,by,,...) bannig ad a, = b, — b,_1. Pé er
einfalt a0 reikna 1t n-tu hlutsummuna:

Sp=a1 4+ ap = (by —bo) + (ba —b1) + -+ (by — by1) = b — bo

svo ad ) a, er samleitin ef og adeins ef (b,)>°, er samleitin. Med samanburdi
vid > 15— feest ni ad rodin Y 5 er samleitin og par med ad Y =5 er
samleitin.

Snium okkur nt ad annars konar rédum en rodum med engum neikvaedum
lioum. Hér kemur fyrst eitt prof um dsamleitni.

Setning 2.3.9. Ldtum Y a, vera ro0. Eflima, # 0 pd er rédin dsamleitin.

Sonnun. Latum (s,)5, takna hlutsummurununa. Nu er a, = s, — s, ef
n>2. Setjum t; =0o0gt, =s,1efn>2 baera,=s,—t, fyrir 6l n.
Vid beitum ni 6beinni sonnun. Hugsum okkur ad rédin sé samleitin p.e. ad
(Sn)22; sé samleitin segjum lim s,, = S. Pa er lika limt,, = S svo a0

lima, = lim(s,, —t,) = lims, —lim¢, =5 -5 =0
sem er { motsdgn vio hid gefna. R6din getur pvi ekki verid samleitin. U

Advorun. Setninguna hér & undan ma einnig umorda svona:
Ef > a, er samleitin ba er lima, = 0.

Med 60rum ordum er skilyroid lim a,, = 0 naudsynlegt skilyrdi pess ad rédin
> a, sé samleitin. Skilyrdid lima,, = 0 er hins vegar ekki negjanlegt til ad
tryggja samleitni radarinnar ) a,, eins og fram kemur i setningu 2.3.12.

I skilgreiningunum og deemunum um runur og radir pa byrjudum vid
avallt 4 a0 nimera med 1. Vid hefoum alveg eins getad byrjad 4 ad nimera
med 2, 3 eda jafnvel 0 sem stundum er handheaegt, sérstaklega i deemum med
gedmetriskum rodum.
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Skilgreining 2.3.10. Latum z vera tvinntélu. R6din

ZZ":1+Z+22+...+Z"+...
n=0

kallast geometrisk réo.
Vio hofum:
Setning 2.3.11. Geometriska rédin

>
n=0
er samleitin ef |z| < 1 en dsamleitin ef |z| > 1. Ennfremur pd er
C 1
= <1
Y=t ol

n=0

Sonnun. Ef |z| > 1 ba er lim, , 2™ # 0 svo ad samkveemt setningu 2.3.9
getur r60in Y2 ;2" ekki verid samleitin.
Gerum nu rad fyrir ad |z| < 1. Vido akvordum hlutsummurununa (s,,)02

n—1

1—2" 1 2"
k 2 n—1
Sy = 2=1+z4+2"4---4+=z = = — .
Z 1—=z 1—2 1—2
k=0
Svo ad

) 1 1 ) n

lim s, = — — - lim z

n—00 1—2 1—2 nooo

Par sem |z| < 1 bé er lim,,_,o, 2" = 0 svo ad lim,, . s, = 1/(1 — 2), b.e.a.s,,
r60in er samleitin med summu 1/(1 — 2). O

Ef 2z er rauntala sem fullneegir 6jofnunum 0 < 2z < 1 pa er gedmetriska
rodin Y, 2" samleitin. Med pessum heetti feest £j6ldi rada til samanburdar.

I deeminu hér ad ofan fengum vid samtimis nidurstédu um samleitni og
sjalfa summuna. Pad getur oft verido 6rdugt ad akvarda summuna pott vitad
sé a0 ro0in sé samleitin. Til pess eru p6 ymsar adferdir t.d. su a0 reikna s,
ut med adstod tolvu og reyna ad meta fravik s, fra sjalfri summunni.

1
Setning 2.3.12. Rodin Z — er dsamleitin.
n
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Sonnun. Vio skulum reyna ad meta steerd n-tu hlutsummunnar s,, fyrir slétt
namer n.

% 4
Sor = Z -
=17

—1+1+1+ + L +1
a 2 3 2k —1 2k
—1+1+1+ —%1+1+1+ + !
a 2 4 2k 3 5§ 2% — 1
>1+1+1+ -%1+1+1+ +1

2 4 2%k 4 6 2%

—1+1+ 1+1 + 1+1 +- 1+1
a 2 4 4 6 6 2%k 2%k

—1+1+1+1+ +1
a 2 2 3 k

1
:Sk+§

Ef k er lika slétt tala segjum k = 2p pa feest ad

1 1 1 1
Sop > S+ - =8yt =>s+t-+-=s5,+1

2 2 2 2
b.e.a.s.
1
822p > Sp + 2. 5
Ef p er lika slétt tala segjum p = 2¢q pa feest ad
1 1 1 1
823q>82q+2'§ >$q+§+2§:$q+3§
og almennt gildir
1
Som > 14+m- 5

Petta synir ad hlutsummurunan (s,)$°; er 6takmorkud og rodin er pvi 6sam-
leitin. O

N1 hefur ny ésamleitin r60 beest { sarpinn. Hana méa nota til samanburdar.

1
] eru Osamleitnar

1
Daemi 2.3.13. Radirnar Z 7 og Z o™
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7 1 11 3¢ L o 1 1
Urlausn. Plar sem ) 5- = 5> - D4 er hun 6samleitin. Par sem 5—— > 5-
ba er ) 5 Osamleitin.

Naest skulum vid reeda svonefndar vizlradir litillega.

Skilgreining 2.3.14. R6d af gerdinni » (—1)"*a, eda > (—1)"a, bar sem
a, > 0 fyrir 6ll n kallast vizlréd, med 60rum ordum rod, par sem formerki
lidanna skiptast a.

1
Setning 2.3.15. Ridi —1)H= leitin.
etning 6din Z( ) — er samleitin

Sonnun. Athugum fyrst hlutsummur med slétt namer:

1 1 1
Son=1— 7+

1 1
R I R
:(1_1)+(1_1)+...+( 1 _i)
2 3 4 2n—1 2n

par sem tolurnar i hverjum sviga eru jakveedar pa er runan (¢,,)°°, bar sem
t, = Sg, fyrir 6ll n vaxandi. Ennfremur pa er

1 1 1 1 1 1 1
S2n:1— —_ — — —_ —_— — —_— e e e — R —_
2 3 4 5 2n—2 2n—1 2n

Par sem tolurnar 1 hverjum sviga eru jakvaedar pa er

Sop < 1 fyrir 61l n

Runan (t,)%; er vaxandi og takmorkud og par med samleitin samkveemt
setningu 2.2.11, segjum

limt, = S.

N er sg,1 1 = Son + bannig ad ef u,, = s9,,41 fyrir 61l n pa er runan (u,,)

samleitin og

_1
2n+1
limu, =S

og par med er
lims, = S.

O

Med bvi ad fylgja sonnunni hér ad ofan ma leida eftirfarandi setningu 1t.
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Setning 2.3.16 (Vixlradarprof). Ldatum (a,)22, vera minnkandi rauntalna-
runu med markgildi 0, (p.e. ani1 < an fyrir 6ll n og lima, = 0). Pd er

vixlrodin
Z ( _ 1)n+1an

samleitin.

Ef n-ta hlutsumman er notud til ad nalga summu vixlradar pa er til einfalt
mat & skekkjunni.

Setning 2.3.17. Ldtum > (—1)""ta, par sem (a,)>, er minnkandi runa
med markgildi 0 vera samleitna vizlréd med summu S. Ldtum (s,)5, vera
hlutsummurunu radarinnar. Pd er

lsn — S| < anq1 fyrir oll n.
Sonnun. Athugum hlutsummur med oddatoélunimerum:
Sonts = Sons1 + (—1)*"Pag, 10 + (—1)*"ag, 3
= Son41 — G2n42 + Q243

= Sop41 — (a2n+2 - a2n+3)

< Sopt1-

Runan (s9,:1)52, er pvi minnkandi og hefur markgildi S. Par sem runan
(S2n)0°; er vaxandi med markgildi S sést, ad

Son < Sopto <8 < Sopys < Sopt (1)
Son, Son+42 S Son+3 Son+1
Mynd 2.4:

Par sem
Ap4+1 = |Sk+1 - Sk‘
béa faum vio ar (1)

1S — sk| < [Skt1 — sk| = arqa-
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Daemi 2.3.18. Ef finna & summu radarinnar

[e.e]

Sy

n=1

med priggja aukastafa nakveemni pé naegir ad taka summu 1000 fyrstu lio-
anna. Pvi ad ef summan er kollud S (hin er raunar log 2, en pbad kemur i 1jos
sidar) pa gildir samkveemt setningunni hér 4 undan ad

1
< -

1000
‘ 1001

S (s

n=1

Ef hins vegar & a0 finna summu radarinnar

[e.9]

S

n=1

med priggja aukastafa nakveemni pa naegir ad taka 10 fyrstu lidina.

Hvernig 4 a0 kanna samleitni rada sem ekki eru af peim gerdum sem vid
hofum athugad hér 4 undan t.d. rauntalnaradir par sem formerki lidanna
virdast breytast oreglubundid eda pa tvinntalnaradir? Ur sérhverri 160 ma
bia til r60 med engum neikveedum lidum. Fyrir gefna r6d

9
D> an
n=1

getum vid myndad rod tolugildanna

00
> lawl
n=1

Petta er 160 med engum neikvaedum lidum og vid getum reynt ad beita ein-
hverjum af peim teekjum sem vid hofum pegar proad til ad kanna samleitni
hennar.

Skilgreining 2.3.19. R60 Y a, er sogd alsamleitin ef 160 télugildanna
307 | lan| er samleitin.
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Alsamleitni er sterkara skilyroi en samleitni eins og fram kemur { naestu
setningu.

Setning 2.3.20. Ef r6din >~ a, er alsamleitin pd er hin lika samleitin.

Sonnun. Vid skiptum sénnuninni i tvo tilfelli. Ef >~  a, er rauntalnar6d
ba bium vid til tveer nyjar radir a eftirfarandi hatt. Vio setjum

bn:{an efa, >0

0 efa,<0
0g
—a, efa, <0
Cp, =
0 efa, >0
Vid hofum

0<b,<la,] og 0<c,<]la,l fyrir 61l n

svo samkveemt setningu 2.3.5 eru radirnar Y b, og >~ ¢, samleitnar.
Par med er rodin Y~ (b, — ¢,) lika samleitin samkveemt setningu 2.3.4. En

Z(bn —Cp) = Z Uy,
n=1 n=1

Latum nt Y a,, vera alsamleitna tvinntalnaréd. Ur bessari r60 btium vid
til tveer rauntalnaradir, raunhlutarédina og pverhlutarédina.

ZRean og Zlman

Nua er |Rea,| < |a,| og |[Ima,| < |a,|. Svo samkveemt setningu 2.3.5 eru
radirnar ) |Rea,| og > |lma,| samleitnar. Pad er ad segja > Rea, og
> Ima, eru badar alsamleitnar og par med samleitnar samkvaemt fyrri hluta
sonnunarinnar. En pa er rodin

Zan = Z(Rean +ilma,)

lika samleitin samkveemt setningu 2.3.4. O
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Dami 2.3.21. Rodin ) % sinn er alsamleitin og par med samleitin vegna
bess a0

og vegna pess ad rodin Y =5 er samleitin.

Advorun. Samleitni er veikara skilyroi en alsamleitni. R60in

Sy

er samleitin en 160 télugildanna

|

er 6samleitin samkveemt setningu 2.3.12.

S

:Z%

Skilgreining 2.3.22. R60 sem er samleitin an pess ad vera alsamleitin er
s0g0 vera skilordsbundio samleitin eda skilyrt samleitin.

Vid setjum fram tvo prof til viobotar i pessum kafla um alsamleitni (og
bar med lika ad sjalfsogdu um samleitni rada med engum neikveedum lidum).

Setning 2.3.23 (Kvotaprof). Ldatum Y a, vera ro0. Ef markgildio

Qp+1
ap,

p= lim
n—roo
er til pd er rodin Y a,
(i) alsamleitin ef p < 1
(ii) dsamleitin ef p > 1
Hins vegar gildir
iii) ef p =1 pa gefur profio engar upplysingar.
(iil) ef p gefur p gar upplysing

Sonnun. (1) Ef p < 1 pa veljum vid t6lu r pannig ad p < r < 1. Samkveemt
skilgreiningu & markgildi ba er til nimer N pannig ad

Apy1
Gp,

<r fyrir 61l n > N.

Par med er
|ani1] < 7lay fyrir 61l n > N.
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A\ 4

Mynd 2.5:

Ef n = N + p ba faest ur pessari 6j6fnu ad
lanspl <7 lanip-1] < 1% ansp-o] < - <17 an].

Petta synir ad vid getum borid rédina » | |a,| saman vid gedmetriska rod fra
og med tilteknu nimeri.

N+q N N+q
D lanl = laxl + D la]
k=1 k=1 k=N+1

N

=l +Z|aN+p|
o +er|aN|

r—ratl
1_

IN

M= TM= T

|ak| + fax]

B
Il

1

fyrir 6ll ¢ > 1

par sem M er fastinn

N
M:ZW.

Ef vid setjum M; = M +|ay| 7 bé syna bessir ttreikningar ad r6din ) |ay,|
sem hefur enga neikvaeda 1idi hefur takmarkada hlutsummurunu og er pvi

samleitin samkveemt setningu 2.2.11.
(ii) Ef p > 1 pa er til N pannig ad

an+1
G,

>1 fyrir 6ll mn > N
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A\ 4

Mynd 2.6:

og par med er
lani1] > |an| fyrir 61l n > N.

En bé er lim,, o a, # 0 svo ad rédin er 6samleitin samkveemt setningu 2.3.9
(Athugio a0 lim,, . a,, = 0 ef og adeins ef lim,,_,, |a,| = 0).

(iii) Hvad vardar tilfellid p = 1 pa litum vid 4 radirnar ) = og > +. Um
ba fyrri gildir

2
n 1
Got1) _ n = 5 - — 1
Qn, (n+1)2 1+E‘|‘p
og um pa seinni gildir ad
n 1
Gni1) _ M _ T — 1
an, n+1 I+ =

svo a0 p = 1 fyrir badar radirnar. En st fyrri er samleitin og si sidari
6samleitin.
O

Daemi 2.3.24. R60in ) (—1)"g; er alsamleitin vegna pess ad

= 1+1 1—>1
N n) 2 "2

Hér hefdi matt reyna ad beita vixlradarprofi til ad kanna samleitni, en
bad hefdi hins vegar ekki gefid okkur upplysingar um alsamleitni.
Neaesta prof er nokkud apekkt pvi fyrra.

Setning 2.3.25 (Rotarprof). Ldtum > a, vera r60. Ef markgildio

p= lim {/|a,|
n—oo

Ant1

B ’(—1)”“(n+ 1)2"
| (=1)mm2ntt

Qp

er til pd er rédin Y a,
(i) alsamleitin ef p < 1
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(ii) dsamleitin ef p > 1
Hins vegar gildir

(i) Ef p=1 pa gefur rétarpréfio engar upplysingar.
Sonnun. (1) Ef p < 1 pba veljum vid télu r pannig ad p < r < 1. Eins og {
kvotaprofinu pa er til tala N pannig a0

V| <r  fyrirolln > N

og par med er
lan| <" fyrir 61l n > N.
Med samanburdi vid geémetrisku rédina ) | r™ feest pvi ad > |a,,| er samleitin.
(ii) Ef p > 1 ba er til N pannig ad

Ve, >1 fyrir 6ll n > N

og par med er
la,| > 1 fyrir 61l n > N.

En b4 er lim,, . a,, # 0 svo ad rédin er 6samleitin.

(ili) Vid athugum ad lokum radirnar _ =& og > L. Um ba fyrri gildir ad

n2

V= /5 = (L) e
a,n: —_— = —=
n? In

og um pa seinni gildir ad

/lan] \f Lo
an = —_— =
n  n
hvort tveggja samkveemt markgildum sidast { grein 2.2. I badum tilfellum er
p =1, en st fyrri er samleitin, st sidari 6samleitin.
O

Athugasemd. Ef sannanirnar & setningunum tveim hér 4 undan eru skod-
adar nanar pa sést a0 veikja ma skilyrdin og fa eftirfarandi niourstodur:

(i) Ef til er r < 1 og tala N bannig ad

Qp+1
G,

<r fyrir 6llm > N

eda ef
Ve <r fyrir 6ll n > N
ba er rédin a,, alsamleitin.
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(ii) Ef til er N pannig ad

Apy1
Gp,

>1 fyrir 6ll n > N

eda ef
Va| =1 fyrirolln > N
bé er ro6din Y a, Osamleitin.

Daemi 2.3.26. Rodin

. n
Z S n
er alsamleitin vegna pessa a0

sinn|”  [sinn

n/‘an| — n

n n

Hver er ba adferdin vid ad kanna samleitni tiltekinnar radar ) a,? Vid
byrjum & pvi ad bia til r6d tolugildanna >~ |a,|. A bessa réd getum vid beitt
ymsum profum t.d. samanburdarprofi eda rotarprofi.  Jakveed nidurstada
gefur okkur ad rédin er alsamleitin og par med samleitin. Ef ar pessum
profum feest ad ) |a,| er 6samleitin ba getum vid reynt ad athuga hvort t.d.
> ay, er vixlrod og beita pa vixlradarprofi eda ba athugad hvort um kikisr6o
er ad raeda. Petta ma lika gera bott engin nidurstada faist tr profum & > |a,|.

Hvernig mé svo akvarda sjalfa summuna pegar komid hefur fram ad r6din
> a, sé samleitin? Pad getur oft verid erfitt eda jafnvel 6gerlegt. Vid getum
athugad hvort r6din er gedbmetrisk rod eda kikisrod, pa er audvelt ad dkvarda
summuna, eda sett saman ur slikum. Vio getum lika reynt ad meta fra-
vik hlutsummanna fra summunni S med tolulegum ttreikningum, og nalga
pbannig S, eins og t.d. ma gera fyrir vixlradir.

Vio skulum enda pennan kafla & pvi a0 raeda litillega 6endanleg markgildi.
Um sumar rauntalnarunur gildir ad lidirnir steckka upp tr 6llu valdi med
vaxandi nimerum, vid segjum ad slikar runur stefni & éendanlegt eda plis
6endanlegt. Vid skulum setja petta nédkveemlega fram:

Skilgreining 2.3.27. Rauntalnarunan (¢,)°°, er s6gd stefna d dendanlegt
skrifad

lim ¢, = o0 eda bara limt, = oo
n—oo
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ef fyrir hversu stoéra télu M sem er ma finna télu N pannig ad
t, > M fyrir 6ll n > N

Daemi 2.3.28. limn? = 0o

A tilsvarandi hatt skilgreinum vid hvad pad merkir ad runa stefni 4 minus
6endanlegt skrifad limt¢,, = —oo.

Athugasemd. Ef (¢,) er runa med engum nulllidum ba er lim¢, = +oo
jafngilt pvi ad lim(1/¢,) = 0.

Setning 2.3.29. Ldtum (t,,) vera vazandi rauntalnarunu. Pd er runan annad
hvort samleitin eda limt,, = co.

Sonnun. Annad hvort er runan takmorkud eda 6takmorkud. Ef hun er tak-
morkud pa er hin samleitin samkvaemt setningu 2.2.11. Ef runan (¢,) er
o6takmorkud pa ma fyrir hversu stora tolu M sem er finna ntmer N pannig
a0 ty > M og par med t, > M fyrir 6ll n > N vegna pess ad runan er
vaxandi, svo ad limt, = oo. O

Ef 3 a, er rauntalnaréd sem hefur enga neikveeda 1idi pa er hlutsummu-
runan ($,) vaxandi. Ef r6din > a,, er 6samleitin ba er lim s,, = oo samkvaemt
setningunni hér ad ofan. Petta setjum vid stundum fram & eftirfarandi hatt:
> a, = co. Pannig getum vid skrifad

o0
)3

n=1

= Q.

S|

Verkefni 2.3

[ deemum 1-19 skal dkvarda hvort radirnar séu samleitnar og finna summuna
par sem vid .

1 Zo?jin 3 Zl(—g)"—l
& 0 3n71
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> n > 1
5 13 - -
;n+1 ;n(n+1)
ngn-{-l
6 > 4
o 10 4D 5 3
.2 1
7 2(5—2—”) x
n=1
15 ) ——
. 16 _
0 Skl =L
— 2n 3n
1 1 1 1
N1+ 27 4 57 17 o2tz s 1t
10 ZT 1-3 2-4 3-5 4-6
n=1
n
11 R — nn+1)(n-+ 2
> i iR
2 3t _7.5n > n
12 ;T 19 2lnn+1

I deemum 20-24 skal skrifa tugabrotin sem almenn brot.

20 0.222222... 23  0.249999...
21  0.307307307 ...
22 7.1465465465 . .. 24 0.999999...

I deemum 25-28 skal dkvarda fyrir hvada rauntolur  radirnar eru samleitnar
og finna gildi summunnar fyrir pau x.

[e.9]

25 i(x —3)" 26 ) i;i
n=0 n=1
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27 i?)"x" 28 iQ"sinx
n=0 n=0

29 Latum ) a, vera samleitna réd og Y b, vera 6samleitna r6d. Synid ad
rooin Y (ay, + by,) sé 6samleitin.

30 Athugum rédina

Z (n+1)!

n=1
(a) Reiknid hlutsummurnar s, sy og 3.

(b) Giskid & almenna formulu fyrir s, og gerid grein fyrir ad hun sé
rétt.

(c) Synid ad rédin sé samleitin og finnid summu hennar.

I deemum 31-42 skal akvarda hvort radirnar séu samleitnar eda ésamleitnar.

=1 = n 42"
31 37
2 2y
= 3 = 3
32 — 38
gé; n2n 22; 4‘+'\/ﬁ
> 1 > 2n% +7n
33 —_— 39
=145 > 1
34 40 _—
; & ; V8n? — 3n
co . 9 00
sin”(n) 1
35 41 —
=1 > nl
36 — 42 —
nm n
n=1 n=1
43 Synid ad rédin
> 1

1+24+34+n

n=1
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sé samleitin.

44 Latum ) a, og > b, vera radir pannig ad a, > 0 og b, > 0. Sannid
eftirfarandi fullyrdingar.

(a) Ef lim I _ og Y b, er samleitin, ba er Y a, samleitin.
n—o0 n

a
(b) Ef lim - = oo og >_ b, er 6samleitin, ba er > a, 6samleitin.
n—o0 n

45 (a) Latum ) a, vera samleitna ro6d sem hefur enga neikveeda lidi og
(cn)oe, vera takmarkada runu sem hefur enga neikvaeda 1idi. Synio
ad rodin Y | a,c, er samleitin.

(b) Latum > a, og > b, vera samleitnar radir sem hafa enga nei-
kveeda 1i0i. Synid ad rédin Y a,b, sé samleitin.

(¢) Finnid deemi um samleitnar radir > a, = A og > b, = B bannig
ad rodin Y | a,b, sé samleitin en > a,b, # AB.

I dseemum 46-51 skal trskurda hvort radirnar séu samleitnar.

= n = n+17l
46 Y (-1) e 49 ) (-1 >
n=1

47 io:(—m“L 50 i (=3)

48 i (_nll)n 51 i (Z\/lr_zn

n=1 n=1

[ deemum 52-54 skal finna nattarlega tolu n pannig ad |s — s,,| < 0.0005.
— (=1)" — (=1)"
52 54
2 2

nn
n=1
e’} —J,n
53y
n=1 3

Nalgid eftirfarandi summur med priggja aukastafa nakveemni.
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n

55 cos(l) = Z ((;:3' 56 é = ZO (—nll)”

n=0

57 Nalgid summu radarinnar
2

T L (—1)nHt
12 Z n2

n=1

med skekkju minni en 0.01. Notid tilheyrandi hlutsummu og skekkjumat
til pess a0 syna ad
3.13 <7 < 3.15.

I deemum 58-77 skal akvarda hvort radirnar séu alsamleitnar, skilyrt sam-
leitnar eda 6samleitnar.

58 > 66 >
n=1 n=1
o 1 (o]

59 Zﬁ 67 D (-1)"(Vn+1-+n)
n=1 n=1

60 i(_m 68 i o

(n/__1)36n+3

61 i(f;)n 69 i(_rﬁ))n

n=1 n=1
- n n - n!
62 Y (v () 00y
n=1 n=0
o~ (=5)" o~
63 Z - 71 -

= nln = (=)
64 Z(2n)! 2 Z(<lnn>)”

65 Z(—l)"‘ln\/jl 73 ;(—D"%
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N (=1)"n! > (n+2)!
74 7
;1-3-5---(%—1) 6 nzl n!10m
1-4-7---(3n—2) = (4 1) —n!
75 77 —)h
;3~5-7-~-(2n+1) ;< ) (n+ 3)!

78 Finnid deemi um samleitnar radir » | a, og > b, bannig ad rédin » | a,b,,
sé Osamleitin.

79 Synid ad um sérhverja alsamleitna r60 > a,, gildi 6jafnan

00 00
>_an <D lal
n=1 n=1

80 (a) Latum r vera raunt6lu og |r| < 1. Synid ad rédin ) -, nr" sé

samleitin.
[oe)

(b) Synid ad (1 —1)S = Z r™ bar sem S er summa radarinnar i a-1id

n=1
og alyktid ut fra pvi ad

— (1—r)?

81 Latum ) a, vera rauntalnarod og skilgreinum radir > a;' og > a;’ med

a+:an+|an| _ ap — |ag)|

" 2 BT
(a) Synid ad radirnar Y a' og > a, séu badar samleitnar ef r6din
> ay, er alsamleitin.

(b) Synid ad radirnar »_ a' og > a, séu badar 6samleitnar ef rodin
> ay, er skilyrt samleitin.



76

KAFLI 2. FOLL, RUNUR OG RADIR




Kafli 3
Samfelldni

Pegar freedimenn fyrri alda (nanar til tekid sautjandu aldar) vildu lysa pvi
ad fall veeri samfellt, b4 sogdu beir ad fallrit (graf) pess veeri 6slitid. Med
auknum framférum 1 edlisfreedi og steerdfraedi jokst porfin fyrir nakveemari
skilgreiningu & hugtakinu samfelldni, en bad var ekki fyrr en 4 6ndverdri 19.
0ld ad settar voru fram naegilega ndkveemar skilgreiningar & pvi. Paer byggja
4 hinu mikilveega hugtaki markgildi og er grein 3.1 helgud pvi. I grein 3.2
fjollum vid sidan um eiginleika samfelldra falla.

3.1 Markgildi falla

Vid hefjum bessa grein & skilgreiningu & markgildi falls i punkti. Par sem
hugtakio er svo mikilveegt setjum vid fram, 1 lok greinarinnar, fleiri jafngildar
skilgreiningar &4 hugtakinu.

Skilgreining 3.1.1 (1. atgafa). Latum [ vera opid bil, ¢ vera punkt & I og
f vera raungilt fall skilgreint & I, nema e.t.v. ekki i ¢. Vid segjum ad f(x)
stefni & tiltekna tolu L, ad f hafi markgildio L, pegar = stefnir a ¢, skrifad

lim f(z) = L, lika skrifad f(z) — L begar z — ¢

Tr—cC

ef f sendir sérhverja runu af punktum tr I\ {c} med markgildi ¢ { runu med
markgildi L, p.e.a.s. ef

limz, = ¢ baer lim f(x,) = L.

77
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Néanar tiltekio, ef x,, — ¢ b4 ma fyrir sérhverja natturulega télu &k finna
nimer N bannig ad | f(z,) — L] < 107" fyrir 61l n > N.

Eda sett fram med aukastofum, fyrir sérhverja néattarulega toélu & finna
namer N bannig ad f(x,) er eins og L ad k-ta aukastaf fyrir 61l n > N.

Daemi 3.1.2. Fastafoll, p.e foll sem taka bara eitt gildi, hafa markgildi {
Ollum punktum. Tokum annad einfalt deemi. Lat f(z) = z fyrir z i R.
ba gildir ad ef limz, = ¢ ba er lim f(z,) = ¢. Med bvi ad nota regluna
um ad margfeldi samleitinna runa stefni & margfeldi markgildanna sést ad ef
limz, = ¢ ba er lim g(z,) = ¢ ef g(x) = 2? fyrir z { R.

Skilgreining 3.1.3. Vid segjum ad fall f skilgreint & opnu bili I sé samfellt
i punkti ¢ ar bilinu ef f hefur markgildid f(c) i punktinum c. Vid segjum ad
f sé samfellt 4 opna bilinu I ef f er samfellt { 6llum punktum bilsins

Vid viljum lika geta sagt hvad pad merkir ad fall sé samfellt a4 lokudu bili
[a,b]. Til pess purfum vid ad skilgreina markgildi fra vinstri og haegri.

Skilgreining 3.1.4. Vid segjum ad runa (s,) stefni & L fra heegri ef s, > L
fyrir 6ll n og lims,, = L.

Lat I vera bil og ¢ vera punkt ar bilinu. Vid segjum a0 fall f sem er
skilgreint fyrir 6ll = ar I sem uppfylla = > ¢ hafi markgildid L fra heegri i ¢
ef f sendir runu sem stefnir & ¢ fra heegri 1 runu sem stefnir & L. Petta er
skrifad pannig,

lim+ f(zr) =L eda f(x) — L begar v — c*.
Tr—C
Ef f er skilgreint { punktinum ¢ og f(z) — f(c) begar 2 — ¢ ba segjum vid
a0 f sé samfellt fra haegri 1 c.
Tilsvarandi skilgreiningar gefa markgildi fra vinstri.

Skilgreining 3.1.5. Fall f skilgreint 4 lokudu bili [a, b] er samfellt & bilinu
ef f er samfellt & opna bilinu (a, b), samfellt fra heegri i a og fra vinstri { b.

Stundum purfum vid ad athuga markgildin fra vinstri og haegri til ad
kanna markgildi falls 1 punkti, t.d. ef fallio er gefio med 6likum forskriftum
vinstra og heegra megin vio punktinn. Pa kemur eftirfarandi nidurstada ad

gagni.

Setning 3.1.6. Full f skilgreint d opnu bili hefur markgildio L i punkti ¢ ir
bilinu ef og adeins ef f hefur markgildid L bedi fra vinstri og hegri i c.
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Sonnun. Sja demi i deemakafla. O

Pa0 er heegt a0 skilgreina pad ad f hafi markgildio A i punktinum zy an
pess a0 nota runur. Pad verdur skodad i lok kaflans.

Daemi 3.1.7. Ljost er a0 fastafoll eru samfelld & hvada bili sem er. Med prep-
un og med pvi ad nota reglur um runumarkgildi feest svo ad allar margliour,
b.e.a.s. 6ll foll af gerdinni f(x) = co + 1o + cox® + -+ - + ¢, 2™ bar sem n er
nattaruleg tala og co,cq, ..., c, eru gefnar rauntolur, eru samfelldar i hvada
punkti sem vera skal. Ennfremur eru med somu rokum 61l red {6ll, p.e.a.s.
foll af gerd f(z) = p(z)/q(z) bar sem p og ¢ eru marglidur, samfelld { 6ll-
um punktum par sem fallid f er skilgreint, p.e. 6llum punktum z, par sem
q(x) # 0.

Samsett samfelld foll eru samfelld. Lat f vera samfellt fall 4 bili 7 sem
tekur gildi & bili J og lat g vera fall & bilinu J. Samsetta fallid g o f er
skilgreint & I sem g o f(z) = g(f(z)). Ef f er samfellt { punkti zy og g er
samfellt 1 yo = f(zo) b4 er g o f samfellt i xy. Pvi, 1at limx,, = . P& er
lim f(x,) = f(xo) = yo vegna samfelldni f og bar med er limg(f(z,)) =
9(yo) = g(f(xg)) vegna samfelldni g. P.e.a.s. lim(go f)(z,) = (go f)(zo).

Naesta setning er hlidstaeda vid tilsvarandi setningar um runur, setningar
2.2.13 og 2.2.14, og sénnunin er bein skirskotun i pessar setningar.

Setning 3.1.8. Ef lim f(z) = L og lim g(x) = M, pd er
T—a T—ra
()
lim(f +g)(x) =L+ M.
Tr—a
Petta ma lika setja pannig fram:
lim(f £ ¢)(x) = lim f(z) &+ lim g(x)
Tr—a

rT—ra rT—ra

ef beedi markgildin hegra megin eru til.
(i)
lim(fg)(x) =L - M.
r—ra
Petta ma einnig setja fram da eftirfarandi hdtt:
lim (£g)(x) = lim f(z) - lim g(c)
Tr—ra

T—a T—a

ef beedi markgildin hegra megin eru til. Ef g tekur ekki gildio 0 og ef # 0 pd
er
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(iii)
lim(f/g)(x) = L/M.

Petta ma einnig setja fram da eftirfarandi hdtt:

lim (f/g)(x) = lim f(z)/ lim g(z)
ef beedi markgildin hegra megin eru til, g tekur ekki gildio 0 og lim,_,, g(z) #
0.

(iv) Ef f(z) > 0 fyrir 6ll x pd er 1 > 0. Pessa fullyroingu md lika orda
pannig: lim,_,, f(x) >0 ef f(x) >0 fyrir oll x.

(v) (Klemmuregla) Ldtum I vera opid bil og a € I. Ldatum f, g og h vera
foll sem skilgreind eru @ I, nema hugsanlega 7 a. Ef f(z) < g(x) < h(z) og
lim f(z) = L = lim h(x), pd er lim g(x) = L.

r—a r—a r—a

Sonnun. Lat z,, — a. P4 er

lim (f £ ¢g)(z,) = lim (f(x,) £ g(x,)) = lim f(z,) £ lim g(z,) =L+ M
Tn—ra Tn—ra Tn—ra Tn—ra

samkveemt reglum um runumarkgildi. Adrar stadheefingar i setningunni eru
sannadar & svipadan hatt meo tilvisun { reglur um runumarkgildi. O

Vid endum greinina 4 (jafngildum) skilgreiningum a markgildi falls.

Skilgreining 3.1.9 (2. utgafa). Lat [ vara bil i R, z vera punkt ar bilinu
og f vera fall skilgreint & bilinu nema e.t.v. { 2y og A vera tolu. Vid segjum
a0 fallio f hafi markgildio A i punktinum zy ef fyrir sérhverja nattarulega
tolu k er til naimer N bannig ad f(x) er eins og A ad k-ta aukastaf fyrir 6ll
r sem eru eins og ro a0 N-ta aukastaf.

Gerum rad fyrir a0 f hafi markgildid A { pumktinum z, samkvemt 1.
ugafu skilgreiningarinnar. Ef skilyroid i 2. atgafu er ekki fullnsegt pa er til
k sem & sér ekkert N, p.e.a.s. fyrir sérhvert ntimer n er til x,, sem er eins og
xo a0 n-ta aukastaf en f(z,) er ekki eins og A ad k-ta aukastaf. En pa hefur
runan (z,) markgildid xy en runan (f(x,)) hefur ekki markgildid A.

Ofugt, ef f hefur markgildid A { pumktinum z samkveemt 2. tgafu og ef
lim x,, = xg pa latum vid k vera tolu og veljum N eins og 1 2. utgafu. sidan
veljum vio M pannig ad x,, er eins og x5 ad N-ta aukastaf ef n > M. P& er

|A— f(x,)] <107% ef n > M.
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Lauslega segir skilgreiningin ad fallgildin f(x) séu innan tiltekinna marka
fra A ef x er nogu nélegt ro. Vio getum lika sett pessa skilgreiningu fram
med mati & tolugildi mismuna.

Skilgreining 3.1.10 (3. utgafa). Lat I vara bil { R, zy vera punkt tar bilinu
og f vera fall skilgreint & bilinu nema e.t.v. i 2y og A vera tolu. Vid segjum
a0 fallio f hafi markgildio A i punktinum xzy ef fyrir sérhverja nattarulega
tolu k er til nimer N bannig ad |A — f(x)] < 107* f fyrir 61l 2 sem fullnzegja
lzg — 2| < 1077,

St skilgreining sem mest er notud pegar fram { seekir er hin svokallada e-0
skilgreining, en 3. utgafan hér ad ofan er nalsegt henni.

Skilgreining 3.1.11 (e-0 utgafan). | Lat I vera bil i R, xy vera punkt dr
bilinu og f vera fall skilgreint &4 bilinu nema e.t.v. i 2y og A vera télu. Vio
segjum a0 fallid f hafi markgildio A i punktinum zq ef fyrir sérhverja tolu
€ > 0 er til 6onnur tala 6 > 0 pannig ad

|A — f(x)] <e€ef |zg— x| <.

Synum ad fall sem fullneegir 3. utgafu fullneegi einnig e-0 utgafunni.
Latum e > 0 vera gefid. Veljum k pannig ad 107% < e. Sidan veljum vid
N svarandi tl k eins og { 3. tutgafu og setjum § = 10V, P4 er 4§ utgafunni
fullneegt. Ofugt ef fall fullnaegir e-0 ttgafunni latum pé k vera gefid og setjum
€ = 107%. Veljum nu ¢ svarandi til pessa gildis 4 € og sidan N bannig ad
107 < 6.

Verkefni 3.1

I deemum 1-10 skal annad hvort finna markgildin eda gera grein fyrir ad pau
séu ekki til.

m — D)
z——3 T+ 3 z—1 2 — 1
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5 lm L § lim Y2 - (-2
a——1/20622 + 2 — 1 t—0 t
1
6 lim|———— =0
z—5 Tx —8 P
10 lim———
9 =0 /1 4+ 3z — 1
. T —
7 91512% VI —3 11 Sannio setningu 3.1.6.

12 Latum f vera fall 4 R. Gerum rad fyrir ad til sé rauntala M pannig ad
|f(z)] < M fyrir 6l 2. Synid ad

limzf(x) = 0.

x—0
13 Latum r(x) = p(z)/q(x) bar sem p og g eru marglidur pannig ad

p(a) #0 og g(a) =0.

Synid ad lim r(x) er ekki til. [Abending: Athugid lim q(z)r(z).]

T—a T—a

14 Sannid setningu 3.1.7. { kennslubokinni.

Gerid grein fyrir hvort markgildin i deemum 14-26 séu til og finnid pau ef
svo er. Hér taknar [z]| svokallad heiltdlugildi tolunnar =, en bad er staersta
heila talan n sem fullnsegir 6j6fnunni n < z.

r—4 2
15 lim ; M
4+ |:L‘ — 4| 20 mhjgh 5_— ¢

16 lim v9 — z? 21 lim [z]

r—=27 T3~
o [t =3l 22 lim [z
17 m o m lal
. 1 : 2
18 lim 23 lim Va2 -2 —2
z—2+ T — 2 T2
1 1
19 lim —2 1 24 lim

e——1732 + 2x — 1 z—too x — 12
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3 2 2 _
25 lim L 96 lim VO 2
T——00 ZL‘2 -3 T—+00 r—3

27  lim (22 — 2'/3)

T—r+400

3.2 Samfelld foll

Helstu eiginleikar samfelldra falla eru settir fram i naestu setningu. Lidur (ii),
hin svo kallada Milligildissetning, segir ad samfellt fall skilgreint & bili sleppi
ekki ur gildi og varpi pannig bili 4 bil og af lidum (i) og (ii) saman ma alykta
a0 samfellt fall varpi lokudu og takmorkuou bili & lokad og takmarkad bil.
Detta getur lika att vid um sum o6samfelld f6ll. Lidir (iii) og (iv) koma vid
sogu { kaflanum um heildun.

Setning 3.2.1. (i) Samfellt fall d lokudu og takmdrkudu bili er takmarkao
og tekur steersta og minnsta gildi d bilinu.

(ii) Milligildissetningin. Ldt f vera samfellt fall @ bili I, lit a < b vera
punkta dr bilinu og y télu milli f(a) og f(b). Pd er til t milli a og b pannig
ad f(t) =y.

(i) Lat f vera samfellt fall @ lokudu og takmdérkudu bili, og lat € > 0 vera
gefna (litla) tolu. Pd md skipta bilinu © endanlega morg lokud hlutbil pannig
ad munurinn d stersta og minnsta gildi f d hverju hlutbili er minni en €.
(iv) Eins og (iii), nema til viobdtar kemur ad velja megi hlutbilin 61l af somu
lengd.

Sonnun. Sannanirnar & pessum fullyrdingum byrja allar eins, byrjad er med
samfellt fall & lokudu og takmorkudu bili [a, b]. Bilinu er sidan skipt til helm-
inga um midpunktinn. Annad lokada helmingsbilid, kallad [aq,by], er valid
samkveemt tiltekinni reglu og pad sidan helmingad og annad helmingsbilio,
[as, by] valid samkveemt sému reglu. Svona er haldid afram og pa kemur fram
minnkandi runa,

lao, bo] = [a,b] D [a1,b1] D [ag, ba] D -+ D [an, by D -

af lokudum og takmorkudum bilum par sem lengd hvers bils er helmingurinn
af lengd bilsins & undan

Eins og kom fram { deemi 2.2.15 ba eru runurnar (a,) og (b,) samleitnar
med sama markgildi,
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lima, = limb, = c¢. Einnig gildir ad ef z,, er ar [a,, b,| fyrir sérhvert n
ba er lim z,, = ¢ samkvaemt Klemmureglunni.

(i) Lat f vera samfellt fall & lokudu og takmérkudu bili [a, b] og lat A =
Sup(,y J- Veljum sidan helmingsbilin pannig ad supy, ., .../ = Subja, 4,1 f
fyrir sérhvert n. Pa er supy, , 1/ = A fyrir 6l n.

Ef A = 400 ba ma finna z,, ar [a,,b,] bannig ad |f(z,)| > n sem er
6mogulegt pvi ad runan (z,), og pbar med runan (f(z,)), er samleitin. Fallid
f er bvi takmarkad. Veljum =z, ur |a,,b,| bannig ad f(z,) > A — 1/n.
Runan (z,) er samleitin, limx, = ¢, og bar med er lim f(z,) = f(c). En
A—1/n< f(z,) < Asvo ad f(c) = A.

A tilsvarandi hatt feest ad f tekur minnsta gildi 4 bilinu.

(ii) Skodum fyrst sértilfellio y = 0. Vid gerum rad fyrir ad f(a) > 0 en
f(b) < 0 (annars skodum vid —f). Ef f tekur gildid 0 & bilinu er ekkert ad
sanna. Annars veljum vid helmingsbilin pannig ad f(a,) > 0 en f(b,) < 0.
Par sem runurnar (a,) og (b,) hafa sama markgildiod ¢ er lim f(a,) = f(c) og
lim f(b,) = f(c). Nuer f(a,) > 0 fyrir 6ll n svo ad f(c¢) > 0. Einnig feest ur
f(by) <0ad f(c) <0. Par med er f(c) =0.

[ almenna tilfellinu notum vid sértilfellid med fallinu g = f — y.

(iii) Ef betta er ekki heegt pa veljum vid hvert helmingsbil [a,,, b,] bannig
a0 ekki er haegt ad skipta pvi i endanlega morg lokud hlutbil par sem & hverju
hlutbili er munurinn & steersta og minnsta gildi f minni en €. P4 méa finna
punkta ,, og y, ar [a,, b,] bannig ad | f(x,)— f(y.)| > € (ella meetti nota bilid
sjalft sem skiptingu). Nu feest eins og adur ad lim f(a,) = lim f(b,) = f(c)
svo a0 lim f(z,,) = lim f(y,) = f(c) samkveemt Klemmreglunni. Par med er
lim(f(z,) — f(yn)) = 0 sem er 6mogulegt bvi ad |f(z,) — f(yn)| > € fyrir
sérhvert n.

(iv) Vid notum (iii) med €/2 { stad e og faum skiptingu. Veljum jafna
skiptingu par sem billengdin er minni en lengd stysta bilsins i upphaflegu
skiptingunni. P& er sérhvert bil [ 1 jofnu skiptingunni innihaldid 1 sam-
mengi tveggja samliggjandi bila 1 upphaflegu skiptingunni med sameiginleg-
an punkt, segjum z. Par med gildir um x; og xo i I ad |f(x1) — f(xe)] <

[f(21) = f(@)[ +[f(2) = fz2)] < e O

Dami 3.2.2. Litum & fallid f(z) = 2? — 2 4 bilinu [0,2]. Pad er marglida
og pvi samfellt. Ennfremur gildir ad f(0) = —2 og f(2) = 2. Setning 3.2.1
segir okkur ba ad f hafi nullst60 & bilinu (0, 2). Petta jafngildir pvi ad jafnan
x? = 2 hafi r6t 4 bilinu (0, 2).
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Ljost er a0 fallid f varpar reedum tolum 1 reedar télur. Ef vid hins vegar
einskoroum fallid vid raedar tolur, pa feest engin nillstéo, pvi synt hefur verid
a0 jafnan 22 = 2 hefur enga raeda lausn.

I vissum skilningi mé segja ad rauntalnakerfid sé byggt upp i pvi augna-
midi a0 Milligildissetningin sé rétt, sem er 1 gobdu samraemi vid riamfraedilegt
innsaei okkar: Oslitinn ferill 1 sléttunni, sem byrjar 6drum megin vid raun-
talnalinuna og endar hinu megin vid hana, hlytur ad skera hana ad minnsta
kosti einu sinni.

Mynd 3.1: Fallid y = 2% — 2

Daemi 3.2.3. Fallid f(z) = 32* — 22° — 3622 + 362 — 8 er marglida og bar
med samfellt. Med einféldum reikningum faest

f(=4) >0, f(0) <0, f(1/2) >0, f(1) <0 og f(4) > 0.

Af pessu leidir samkveemt setningu 3.2.1 a0 marglidan f hefur eina nullst60
& hverju bilanna

(—4,0), (0,1/2), (1/2,1) og (1,4).

Athugasemd. A sama hatt og i skilgreiningu 3.1.4 er heegt ad skilgreina hvad
att er vio med pvi ad fall f stefni & plis 6endanlegt eda minus 6endanlegt
begar x stefnir 4 punktinn a fra heegri eda fra vinstri. Téaknmalid sem vid
notum er einnig { fullu samreemi vio pad sem & undan er komid. Til deemis
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merkir lim f(z) = 400, ad fallid f stefni & plas 6endanlegt begar z stefnir
T—a—

& a fra vinstri. Lesandinn er eindregio hvattur til pess ad setja fram pessar
skilgreiningar og efla pannig skilning sinn & vidfangsefninu.

Skilgreining 3.2.4. Latum fall f vera skilgreint & opnu bili, sem inniheldur
punkt a, nema hugsanlega { punktinum a.

(i) Vid segjum ad f stefni d plis dendanlegt begar x stefnir 4 a ef limz,, = a
hefur 1 fér med sér ad lim f(z,,) = +oc. A taknmali er betta ritad lim f(r) =

Tr—a

+00 eda f(x) — 400 begar z — a.

(ii) Vio segjum ao fallid f stefni @ minus dendanlegt ef lim x,, = a hefur i
for med sér ad lim f(z,) = —oo A taknmali er betta ritad lim f(z) = —oo

Tr—ra

eda f(x) — —oo begar © — a.

Skilgreining 3.2.5. Latum f vera fall sem er skilgreint 4 halflinunni [¢, +00).
Vid segjum ad f(x) stefni 4 télu L begar x stefnir & plus 6endanlegt ef
lim 7, = +o0 hefur 1 fér med sé ad lim f(z,) = L. A taknmali er betta ritad

lim f(z) = L.

T—+00
Athugasemd. Lesandinn @tti ni ad vera pess albtiinn ad gefa eftirfarandi
nakvaeema merkingu,

lim f(x

T—r+400

+00,

lim f(x) = —o0,

)
T—r+00 )
)
)
)

Il
+

(

lim f(x 00,
lim f(z) = —oo0,
(

L.

lim f(x
T—r—00

Likt og med skilgreininguna & markgildi ma setja skilgreiningu 3.2.5 fram
&4 annan hatt:
Fyrir sérhverja natturulega tolu £ ma finna tolu M > 0 pannig ad

|f(z) — L] <107% ef 2 > M.

Til a0 syna fram & ad gamla skilgreiningin innihaldi pa nyju notum vid 6beina
sonnun. Ef rangt pa er til ky sem ekkert M passar fyrir . Pannig er fyrir
sérhverja natturulega tolu n til z,, > n pannig ad

‘f(xn) - L‘ > 107}{30'
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En pa er limx, = +o0 en lim f(z,) # L.

Dzemi 3.2.6. (i) Synum ad lim o2 = +o0. Lat limz, = 1. Synum

r—1 (1‘ —
ad lim f(x,) = +oo. Gefid M > 0. Viljum finna nattarulega télu N bannig

a0
1

(zn —1)?
En ﬁ > M jafngildir |z — 1] < \/LM svo vid veljum & pannig ad 107% < \/LM
og sfdan N pannig ad |z, — 1| < 107* ef n > N.

>M ef n>N.

(ii) Synum ad lim ;= oo Lat limz, = 17. Synum ad lim f(z,) =
=17 X —

—00. Gefid M > 0. Veljum néttarulega télu k pannig ad 107% < ﬁ og forum
sidan eins ad og { fyrra deeminu.

Mynd 3.2:

Osamfellupunktur falls sem skilgreint er & bili getur verid punktur par
sem markgildi fallsins fra vinstri eda haegri eru ekki til, eru til en eru 6lik,
eru til og eru eins en ekki jofn gildinu i punktinum. (Gefid demi um slik
tilfelli.) Um osamfellupunkt einhalla falls er haegt ad segja meira eins og
naesta setning synir.

Skilgreining 3.2.7. Latum S C R og f: S — R. Vid segjum ad
(i) fallio f sé vazandi & S ef f(x) < f(y) fyrir 6ll x og y ur S pannig ad
z <y.



88 KAFLI 3. SAMFELLDNI

(i) fallid f sé stranglega vazandi & S ef f(x) < f(y) fyrir 6ll  og y ar S
bannig ad x < y.

(iii) fallio f sé minnkandi & S ef f(x) > f(y) fyrir 6ll x og y ar S bannig ad
x <.

(iv) fallid f sé stranglega minnkandi a S ef f(x) > f(y) fyrir 6ll z og y ar S
bannig ad x < y.

(v) fallio f sé einhalla & S ef bad er vaxandi & S eda minnkandi & S.

(vi) fallid f sé stranglega einhalla & S ef bad er stranglega vaxandi & S eda
stranglega minnkandi & S.

Setning 3.2.8. Ldt f vera vazandi (minnkandi) fall @ bili I og xo vera punkt
ur bilinu. Pd eru markgildi f fra vinstri og hegri © punktinum xq til og

lim f(z) < f(zo) < lim_f(z).

$—)l‘0 $—)1‘0

Sénnun. Vid skodum tilfellid par sem f er vaxandi. Ef x <z ba er f(z) <
f(xg) svo ad f(xg) er yfirtala fyrir mengio

Irg ={f(z):x €l ogx <y}
Synum ad
lim f(z) = sup L.
T—T(
Latum pvi k vera natturulega télu. Vio purfum ad finna nimer N pannig ad
sup I, — 107" < f(z,) < f(x0)
fyrir n > N. Veljum 2’ < xy pannig ad
f@) >supl,- — 107,
Par sem runan (z,) stefnir 4 x¢ fra vinstri er til namar N bannig ad
2 <z, <z
ef n > N, og pbar me0 er

ef n > N. Fullyrdingin um markgildi fra haegri feest a tilsvarandi hatt. O
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Setningin hér ad framan segir ad xg, 6samfellupunktur vaxandi falls, sé
punktur par sem markgildi fallsins fra vinstri er minna en markgildid fra
haegri. Par sem fallid er vaxandi tekur pad engin gildi milli vinstri og heegri
markgildanna, nema gildid 1 xy. Tilsvarandi nidurstada feest fyrir minnkandi

foll.
A svipada hatt faest hin 6jafnan.

Daemi 3.2.9. Latum n vera jakveeda heila télu og litum 4 fallio f(z) = 2
4 halflinunni [0,+00). Ef 2,y € [0,400) og x < y, ba gildir samkveemt
deemi 1.3.7 1 deemasafni ad

fy) = fl@)=y"—a"=(y—a)(y" " +y" P+ +ya" P +a") >0

svo ad f(x) < f(y). Af bessu sést ad fallid f er einteekt. Synum ad fallio f
sé einnig ataekt. Ljost er ad f(0) = 0. Ef a > 0 veljum vid ¢ > 1 pannig ad
¢ > a; til deemis ¢ = a + 1. Pa feest

flO)=0<a<ec<c" = f(c).

Samkveemt Milligildissetningunni 3.2.1 tekur pvi fallid f gildid a & bilinu
(0,¢). Af ofanskradu leidir ad fyrir sérhverja télu a ur [0,4+00) er til na-
kveemlega ein tala b tr [0, +-00) bannig ad b = a. Vid skrifum b = a'/" og
kollum n-tu rot tolunnar a.

Med hliosjon af pessu actti lesandi ad geta fengid eftirfarandi nidurstodur:

Ef n er oddatala og a € R, pa hefur jafnan 2" = a nakveemlega eina lausn
og er han taknud med a'/".

Ef n er slétt tala og a € R, pa hefur jafnan z™ = a nakveemlega tveer
lausnir, a'/™ og —a'/™ ef a > 0, nakveemlega eina lausn ef ¢ = 0 og enga
lausn ef a < 0.

Athugasemd. Ljost er ad stranglega einhalla f6ll eru eintaek. Naesta setning
segir ef samfelldni er baett vid faest leidingin { hina attina.

Setning 3.2.10. Ef fall f : [a,b] — R er eintekt og samfellt, pd er fallio f
stranglega einhalla.

Sonnun. Sja demi 15 1 verkefnakafla 3.2. O

Athugasemd. Samfelldni er naudsynleg forsenda i sidustu setningu (sja
mynd 3.3).
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Mynd 3.3:

Setning 3.2.11. Eintekt og samfellt fall f skilgreint a bili I d sér samfellda
andhverfu f=1.

Sonnun. Samkvemt milligildissetningunni pa varpar f bilinu I & bil J og
andhverfa fallid er par med skilgreint & bili J. Samkvaemt setningu 3.2.10
b4 er f stranglega einhalla og par med er f~! lika stranglega einhalla. Par
sem f~! varpar bilinu J 4 bilid I ba sleppir f~! engum gildum tr og er pvi
samfellt samkveemt setningu 3.2.8.
Daemi 3.2.12. Af setningu 3.2.11 fast eftirfarandi nidurstéour.

(i) Ef n er jakveed oddatala, ba er fallio

R — R;z — /",
samfellt og stranglega vaxandi.
(ii) Ef n er jakveed slétt tala, ba er
[0, +00) = R;z — xt/™,
samfellt og stranglega vaxandi.

Latum 7 > 0 vera reda tolu og skrifum r = n/m. Fyrir z > 0 setjum viod
2" = (x'/™)", Fallid
0,400) = R, = — 2"
er samskeyting samfelldra falla og pvi samfellt. Fyrir z > 0 setjum vio
"= x—lr og faum samfellt fall

T

(0,4+00) > R; = —a~

Verkefni 3.2

Gerid grein fyrir hvar f6llin i deemum 1-4 eru samfelld.
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4417
1 f(sc):76;;#%_1 3 f(:c):f’ii
0 a2 -
2 @)=y 1 =229

5 Skilgreinum fall f med

Er fallio f samfellt?

I deemum 6-8 skal finna pa punkta par sem fallid er ekki skilgreint. Fyrir
sérhvern punkt a, par sem fallid er ekki skilgreint, skal sidan segja til um
hvort gefa megi f(a) gildi pannig ad fallid verdi samfellt i punktinum a.

T+ 2
S r+1, efz<l1
6 flz) 2 — 21— 8 8 f(ff):{Q of 2> 1
r—>5 7

Synid a0 jofnurnar i deemum 9-11 hafi lausnir & bilunum sem tilgreind eru
9 2'+2x—-1=0 4(0,1) 11 22=vV22+14(0,2)
10 2 +22=22+14(0,1)

12 Sannid ad jafnan 2® — 52% + 22 + 6 = 0 hafi prjor mismunandi raun-
tolulausnir.

13 Synio ad fallid

f(z) = {O, ef x er raed

1, ef x er 6reed

sé osamfellt fyrir 61l x € R.
14 Syniod a0 sérhver marglida af oddatolustigi hafi minnst eina rauntélurot.

15 Synid ad samfellt og einteekt fall & lokudu bili sé stranglega einhalla.
Gildir petta einnig um samfelld og eintaek f6ll & opnum bilum, héalfopn-
um bilum, opnum hélflinum og lokudum halflinum?
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16 Léatum g(z) = zsin(2), ef z # 0 og f(z) = [z+1]+[—2]. Gerid lauslega

skyringarmynd af fallritum fallanna f og g og synio ad lirré f(z)=0o0g
T—

lim g(z) = 0. Er lim f(g(x)) til?

z—0 z—0

17  Fyrir hvada gildi er fallio

0, ef x er raed
g(x) = ,
x, ef xr er 6raed

samfellt?

18 Latum f vera samfellt fall 4 bilinu [0, 1] med gildi & milli 0 og 1. Sannid
ad til s¢ tala ¢ ar bilinu [0, 1] pannig ad f(c) = .

19 Fjallgongumadur leggur af stad upp & fjall nokkurt kl. 10:00 & laugar-
dagsmorgni og er kominn upp kl. 16:00 sama dag. Hann akvedur ad
gista & fjallstoppnum um noéttina. Morguninn eftir hefur hann nidur-
gonguna kl. 10:00 og er kominn nidur k1.16:00. Synid & einhverjum tima
& sunnudeginum hafi fjallgongumadurinn verio { nakveemlega sému haed
og hann var i & sama tima daginn &dur.

20 Fallid f er skilgreint med

0, ef x er oreed

1, ef x =0

1/q, ef x =p/q, bar sem p/q er fullstytt
brot med p # 0 og ¢ > 0.

fx) =

(a) Synid ad f sé osamfellt { a ef a er raed tala.

(b) Synid ad f sé samfellt i a ef a er 6reed tala.

3.3 Hornafoll

I pessari bok gerum vid rad fyrir ad lesendur pekki ramfraedilega skilgreiningu
& hornafollum og kunni skil 4 helstu eiginleikum peirra. Pegar fjallad var um
tvinntolur 1 1. kafla, pa voru f6llin kosinus og sinus notud athugasemdalaust.
Par var, eins og pid hafio vanist, litid & kosinus og sinus sem foll af rauntélum.
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En bad byggdist & beirri (6sénnudu) forsendu ad unnt sé ad ,meela horn®.
Petta er hins vegar ekki neerri eins einfalt mal og margir kynnu a0 eetla. Vi
skulum pvi skoda petta atridi nokkru nanar.

Flest ykkar hafa leert a0 ,macla horn“ med eftirfarandi heetti: Steerd horns
AOB er Jengd bogans* sem hornid spannar af hring med midju i O og geisla 1.
En gallinn vid pessa adferd er sé ad engan veginn er 1jost hvad att er vio med
ylengd bogans*. Hér verdur ekki fjallad um pad hvernig unnt er ad gefa hug-
takinu ,lengd ferils“, og par med ,lengd hringboga“ skynsamlega merkingu.
Pa0 er ekki audvelt verkefni og heyrir til pess svios raunfallagreiningarinnar
sem fjallar um raungild foll af fleiri en einni breytisteerd. Vid géngum pvi 1t
fra eftirfarandi nidurstodu sem gefinni, en hin er utskyrd nanar i grein 9.8
aftast 1 pessari bok.

Latum S vera einingarhringinn 1 R?, p.e. hringinn med midju i (0,0) og
geisla 1. Til er vorpun ¢ : R — S sem hefur eftirfarandi eiginleika:

(i) 6(0) = (1,0)
(ii) Ef x > 0 pa er ¢(x) punkturinn & S sem faest med pvi ad vefja strikinu
[0, 2] upp & S rangseelis pbannig ad lengdin vardveitist.
(i) Ef 2 < 0 ba er ¢(z) punkturinn & S sem feest med pvi ad vefja strikinu
[0, ||] upp & S réttseelis pannig ad lengdin vardveitist.

Athugasemd. Pegar vid segjum ad ,lengdin vardveitist”, pa er att vio ad
ferillinn [0, |z|] — R%, ¢ — ¢(t) sé jafnlangur strikinu [0, |z|].

Ut fra ofangreindri nidurstédu er ni heegt ad skilgreina follin sincosa R:
Latum x vera ur R og setjum O = (0,0), A = (1,0) og B = ¢(x). Paer sinz
jafnt sinusnum af horninu AOB og cos z jafnt késinusnum af horninu AOB.
Med 60rum ordum, ef vid skrifum ¢(z) = (¢1(x), p2(x)), béa er cosxz = ¢1(x)
og sinz = ¢o(x). Tokum eftir ad bilid [—1, 1] er baedi myndmengi fallsins sin
og fallsins cos.

Samkveemt venju latum vid mtdkna halft ummal einingarhringsins.

Setning 3.3.1. Fyrir 0 <z < 5 gildir

sin x

(1)

coszT-sinx <sinx <x < .
COS ¥

Sonnun. Til pess ad syna fram & ad pessar 6jofnur gildi purfum vio & einfaldri
flatarmalsfraedi ad halda. Setjum O = (0,0), A = (cosz,0), B = (1,0),
C = (1,tanx) og D = (cosx,sin x).
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tanx

sin x

COS ™

Mynd 3.4:

N1 feest : Flatarmal prihyrningsins OAD er %cosx - sin z, flatarmal pri-
hyrningsins OBD er %sin x, flatarmal hringgeirans OBD er %x, flatarmal
prihyrningsins O BC' er %tan x. Af bessu sést a0 (1) gildir. O

Athugasemd. Setningin hefur augljoslega 1 for med sér ad sinz < x fyrir
oll x > 0 og bar sem sin(—z) = —sinx, ba feest [sinz| < |z| fyrir 61l = ar

R\ {0}

Setning 3.3.2. Féllin sin og cos eru samfelld d ollu R.
Sonnun. Par ed [sin x| < |z| fyrir 61l z, b4 faest med pvi ad nota klemmureglu

limsinz = 0 =sin0

z—0
En bad byoir ad fallio sin er samfellt 1 punktinum 0. Samkveemt samlagning-
arreglu fyrir cos gildir

cosx =1— 231112(%) (2)

svo ad lim, ,gcosz = lim, ,o1 — QSinz(%) = 1 = cos0, og par med er cos
einnig samfellt { punktinum 0.
Latum nu z vera ur R. Pa gildir
lim sin(x 4+ h) = lim(sin x cos h + cos x sin h)
h—0 h—0

=sinz lim cosh 4+ cosx - lim sin h = sin x.
h—0 h—0
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Par med héfum vid synt ad sin er samfellt & 6llu R og med hlidsjon af (2)

feest einnig ad cos er samfellt & 6llu R.

Setning 3.3.3.

sin x

lim =1
x—0

Sonnun. Samkveemt setningu 3.3.1 gildir fyrir 0 <z < 3

sin x

cosrsineg < x < .
CcoST

Med pvi ad deila med sin x feest fyrir 0 < |z < §
1

sinz  cosz

cosT <

Tokum umhverfur og faum

1 sin x
>

> COS .
COS ™ T

Samkveemt klemmureglu feest pa

. . sinz .
1 = lim > lim > limcosz = 1.
z—0 COS & z—0 z—0
Par me0 er )
. sinz
lim =1.
x—0
Dami 3.3.4. Finnid .
_ x%sin =
lim
z—0 tanx
Urlausn. )
x?sin 1 22
O X
tanx | — |tanx

vegna }sin%} <1. En

2

* :x~cosx~,i—>0~1~120 begar x — 0.
tanx sin @
Klemmuregla gefur pa
- 2?sind
lim L =

O
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Verkefni 3.3

Finnid markgildin { deemum 1-10 eda gerid grein fyrir ad pau séu ekki til.

| sin 2z 6 i 1—cosz
im ————
a:g% T z—0 I‘Q
9 1 sin(2z) 7 lim sin @
et 1’2 r—+o0o I
. 1 s 1 0 sin 6
1 im ———
3 361_1)?00(3: sin :1:) 0—0 1 — cosf
t
4 lim tan x 9 limM, (a#0,b+#0)
lim, — z—0 tan bx
5 lim sin 3x 10 lim Sy

2—0 sin b 20t /T



Kafli 4
Diffrun

Um midbik sautjandu aldar urdu mikil straumhvorf 1 steerdfraedi pegar Isaac
Newton (1642-1727) og Gottfried Leibniz (1646-1716) fundu upp drsmeda-
reikninginn (e. calculus), en pad er st grein steerdfraedinnar sem fjallar um
diffrun og heildun. Hun atti sidar eftir ad proast yfir { pad sem ntordid kallast
steerdfredigreining (e. mathematical analysis).

Pau nyju hugtok og adferdir sem Newton og Leibniz settu fram gerdu
moénnum kleift ad fast vid verkefni sem eldri tima steerdfraedi réoi illa vid
eins og t.d. skilgreiningu & hutakinu hradi. Med 6rsmaedareikningnum var
til deemis unnt ad lysa hreyfingu og hrada, finna snertilinu ferils 1 tiltekn-
um punkti og akvarda flatarmal sem afmarkast af tilteknum ferli. Newton
og Leibniz uppgotvudu einnig ad diffrun og heildun eru i vissum skilningi
andhverfar adgerdir, en st nidurstada er sett fram i svokalladri undirstéou-
setningu sterdfredigreiningarinnar (setning 5.3.2) sem oftast er kennd vid
Newton.

I pessum kafla verdur eingoéngu fjallad um diffrun, en kafli fimm verdur
svo helgadur heilduninni.

4.1 Diffranleg foll

Vio skulum byrja & pvi ad skoda hugtakid hradi. Hugsum okkur hlut sem
hreyfist eftir beinni linu og ad f(t) takni fjarleegd hlutarins fra upphafspunkti
vi0 timann t. Medalhradinn yfir timabilio fra ¢ til ¢ + h er talan

f{t+h) = f(1)
h

97
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b.e.a.s. breyting 1 vegalengd yfir timabilid deilt med lengd timabilsins. Hér
er h einhver (litil) tala. Hugmyndin er st ad lata h minnka og athuga hvad
gerist med medalhradann. Ef markgildi faest péa veeri haegt a0 kalla bad hrada
hlutarins vid timann ¢.

Skilgreining 4.1.1. (i) Latum f vera fall & opnu bili I og latum a € I.
Vid segjum ad f sé diffranlegt 7 punktinum a ef fallid F' skilgreint fyrir 1itil

gildi & h # 0 sem
fla+h) — f(a)

h
hefur markgildi pegar h stefnir 4 0. Ef svo er, pa setjum vio

. . flat+h) = [f(a)
/ — —_—
Fla) =) ==

Yfirleitt sleppum vid bvi ad innleida taknid F'(h) og notum bara skilgreiningu
bess. Toluna f’(a) nefnum vid afleidu fallsins (eda diffurkvota) f 1 punktinum
a.

(ii) Latum f vera fall & opnu bili 7. Vid segjum a0 fallid f sé diffranlegt d
bilinu I ef pad er diffranlegt i sérhverjum punkti & bilinu. Fallio

I =R ()
kallast afleida fallsins f (& bilinu I). Taknin Df og % eru einnig notud i
stad f’, og ennfremur % eda y' ef notadur er rithatturinn y = f(x).

F(h) =

Skilgreining 4.1.2. Latum f vera fall & opnu bili, a vera punkt & bilinu og
gerum a0 fyrir ad f sé diffranlegt i punktinum a. Linan gegnum punktinn
(a, f(a)) sem hefur hallatoluna f’(a) kallast snertilina fallrits y = f(x) 7
punktinum (a, f(a)). Jafna hennar er

y— fla) = f'(a)(z —a).

Setning 4.1.3. Ldtum f wvera fall @ opnu bili og a vera punkt ur bilinu. Ef
fallio f er diffranlegt © punktinum a, pa er pad einnig samfellt i punktinum
a.

Sonnun.

fla+h) - f(a)

lm(f(a+h)— f(a)) = lim(h - )

h—0 h—0 h
B

=0 f'(a) =0,
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Mynd 4.1: Snertilina ferils

Samkveemt reglum um markgildi falla, O

Athugasemd. Fall getur verid samfellt i punkti an pess ad vera diffranlegt
i punktinum. Litum til deemis & fallid f : R — R;x — |z|. Petta fall er
samfellt & 6llu R, en pad er ekki diffranlegt i nullpunktinum eins og sést &
eftirfarandi ttreikningum.

h) — h —
lim (h) f(O): lim —0:1
h—0+ h h—0+ h
lim M — Iim —h -0 - 1
h—0— h h—0—
Daemi 4.1.4. Fyrir sérhvert x ar R gildir
. sin(x+h)—sinz . sinzcosh+sinhcoszr —sinx
lim = lim
h—0 h h—0 h
sinz(cosh — 1) + sin hcosz
= lim
h—0 h
. . cosh—1 . sinh
=gsinz - lim —— 4 cosx - lim ——.

h—0 h h—0 h
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Vid vitum ad lim sinh = 1. Ennfremur feest
h—0 h
cosh —1
B0 h

cosh—1 cosh—+1

~ s h " cosh +1

B cos’h — 1

= h(cosh + 1)

. —sin’h 1
= lim

h—0 h . cosh+1

. sinh . . . 1
= )G ) O oo 1)
=1-0-=-=0
Af bessu leidir ad
. sin(zx +h) —sinx
lim = COST.
h—0 h

Vio hofum pa synt ad sinz er diffranlegt & R og afleida pess 1 punkti = er
COS .

Daemi 4.1.5. Fyrir sérhvert z ar R gildir

. cos(z+h) —cosz
lim
h—0 h
cosxcosh —sinzsinh — cosx

= jm h

. cosh —1 . sin h
= Illlg%(cosx~T —sinz - — )
=0 —sinx = —sinx.

Vio hofum pa synt ad cos er diffranlegt fall & R og afleida pess i punkti x er
—sinz.

Daemi 4.1.6. Latum f vera fastafall. Pa er til ¢ ar R pannig ad f(x) = ¢
fyrir 6ll x ar R og pa er

. fle+h)—flx) . c—c .0
flzli% h h—0 h _flzli%ﬁ_o'

Af bessu leidir a0 fastafoll eru diffranleg & R og hafa afleiou nall i sérhverjum
punkti.
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Setning 4.1.7. Ldatum f og g vera foll d opnu bili og a vera punkt ur bilinu.
Ef follin f og g eru diffranleg © punktinum a, pd gildir
(i) Fallio f + g er diffranlegt © punktinum a og

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a).
(ii) Fallio f - g er diffranlegt © punktinum a og
(f-9)'(a) = f'(a) - gla) + f(a) - ¢'(a).

(iil) Ef a0 auki gildir g(a) # 0, pd er fallio i diffranlegt © punktinum a og

<[)'<a> _ f'(a)-g(a) — f(a) - g'(a)

g

Sonnun. (i)

(f +g)la+h)—(f+g)(a)

h
_flat+h) +glath)—fla) —g(a)
h
_flath) = fla)  glath)—g(a)
h h

— f'(a) + ¢'(a) begar h — 0.

h
_ flath)-gla+h) = f(a)-g(a)
h
_ flath)-glath)—fla)-gla+h)+ fla)-gla+h) — f(a) - g(a)
h
:g(a+h)f(a+h}z—f(a) +f<a)g(a+h})l—g(a)

— g(a)f'(a) + f(a)g'(a) begar h — 0.
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(iii) Synum fyrst ad (

Gatn-(G) Zs-k
h h

(a+ h) ( ) 1
h g(a)g(a+h)

begar h — 0.

Samkveemt (ii) faest pvi

~ @ () @+ @ (5) @
: 1 (f)(a) - g'(a)
- (5) -5
_ f'(a)-g(a) = f(a) - g'(a)
9°(a)
]
Daemi 4.1.8. Litum afallid f : R — R;z — 2. Parsemw =2=1,

ba er f diffranlegt & R og f/(x) = 1 fyrir 6ll z ar R. Med pvi ad belta (11) i
sidustu setningu og prepun feest Da™ = na" ! fyrir allar heilar télur n > 0.

Ef n er neikvaed tala, bd er —n > 1 og med bvi ad beita (iii) { sidustu
setningu faest

d d( 1 ) de="/dx  —(—n)z ™!
Lo 2 _ _
dx dr xz—"m T2 T2

Par med er synt ad Dz™ = na"~! fyrir allar heilar tolur n # 0. Af pessu og
(i) og (ii) 1 sidustu setningu leidir ad sérhver marglida

P(x) = apa" + - - - 4+ a1 + ag
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er diffranleg 4 R og

iP(az) =a i:1:”—|—~-~+a1ix+iao =naz" '+ +a
dx "dx dx dx "
fyrir 6ll x ar R.

Minnumst pess ad rett fall & R er fall af gerdinni %, par sem P og )
eru margliour. Samkveemt (iii) i sidustu setningu er slikt fall diffranlegt i
sérhverjum punkti par sem pad er skilgreint, pad er ad segja 1 peim punktum

par sem @) tekur ekki gildio nuall.
Naesta nidurstada er kollud kedjureglan.

Setning 4.1.9 (Kedjuregla). Latum f vera fall d opnu bili I, a vera punkt
ur I og g vera fall d opnu bili, sem inniheldur f(I). Ef fallio f er diffranlegt
7 punktinum a og fallio g er er diffranlegt © punktinum f(a), pd er samskeytta
fallio g o f diffranlegt © punktinum a og

(9o f)(a) =g'(f(a)) f(a).

Sonnun. Setjum k(h) := f(a+ h) — f(a). Fallid k er skilgreint & opnu bili
sem inniheldur punktinn 0. Ennfremur faest ad

_k(h) . flat+h)—[fla)
T A .
og
(go f)la+h)—(go [f)(a)
h
_ g(f(ath) - gf(a)
h
_9(f(a) + k() — 9(f(a))
h
[ aa) ) of () £ 0
0 annars.
Setjum

s @) -g(f@) o
y#0
¢@%:{ Y

g'(f(a)) ef y =0.
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Fallid ¢ er skilgreint & opnu bili, sem inniheldur punktinn 0 og ¢ er samfellt {
punktinum 0 vegna bess ad g er diffranlegt i punktinum f(a), pad er ad segja

lim ¢(y) = ¢'(f(a)).

y—0
Ljost er ut fra skilgreiningunni a k(h), ad limy,_,o k(h) = 0. Vid héfum

9(f(a) + k(h)) = g(f(a))
h

= o(k(n)) - M

Par sem limy, 0 k(h) = 0 feest ut fra (1), og (2) ad
k(h)

. (gof)lath)—(gof)la) . .
Hm i = lim ¢(k(h)) - lim ==

= g'(f(a))f(a).

O

Athugasemd. Ef vid notum rithattinn z = g(y), y = f(x), skrifum x i stad

a og skrifum i framhaldi af pvi £ 1 stad (g o f)'(x), j—; i stad ¢'(y) og Z—g i
stad f’'(z) ba litur kedjureglan svona tut:

iz _dz dy

de dy dz’

Daemi 4.1.10. Setjum f(z) = cos(sin(z?)). P4 feest samkveemt kedjureglu
med z = sin(z?) og y = 2° ad
d d d
f(x) = (E oS z)(d—y siny)(%xg) = —sinz-cosy - 2z
= —sin(sin 2?) - cos(2?) - 2.

Setning 4.1.11 (Diffrun andhverfra falla). Latum f vera stranglega einhalla
og samfellt fall @ opnu bili I. Ef f er diffranlegt ¢ punkti x «ir I og f'(x) # 0,
bd er =1 diffranlegt © punktinum f(x) og
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Sénnun. A opnu bili sem inniheldur punktinn 0 skilgreinum vid fall & med
k(h) = f‘l(f(az) +h) — . Par sem f~! er samfellt { punktinum f(z), ba er
limy, 0 k(h) = f71(f(x))—2 = 0. Med bvi ad nota ad z+k(h) = f~1(f(x)+h)
og bar med ad h flx+k(h)) — f(x) fest bvi

)

@) h) - )

}fi% h = Jim h
B 0

=T k() — @)
. 1

@R f@k

Daemi 4.1.12. Latum n # 0 vera heila télu og f : Ry — R ;2 — 2™ Paer
f~Y(z) = 21/, Samkveemt sidustu setningu faest fyrir sérhvert = > 0

I |

R (TR ) A N IO
:%(l’l/n)l_
_Loama

n
Ef r € Q\ {0}, r = £, ba feest samkveemt kedjureglu

d
%x = D(a:l/q)p

( 1/q)p L. pDyl/a
P (@l 1 o

_ P w1
q

=r-a"

Verkefni 4.1
Diffrid follin { dsemun 1-8.
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2 cos x
1 f(z)= 1= 5 g(r) = —
1+ 22 xrsinx
6 (1) = sint
2 g(x) = v z+1 ~ 1+cost
r—1 3z
x+1 1 1
7 fz) = -
3 h(z)=2’sinz — xcosw /() (2x+3) (:v :1:2)
2 8 = v
4 fx)=(z+5)*+7)(x—3) J@) = o
9 Finnid tveer linur i gegnum punktinn (2, 8) sem eru snertlar vid ferilinn
y = a3
10 Hve margir snertlar viod ferilinn y = z/(x + 1) liggja i gegnum punktinn
(1,2)? I hvada punktum snerta bessir snertlar ferilinn?
11 Finnid z-hnit allra peirra punkta & ferlinum y = 1 — 2? par sem
snertilina ferilsins i punktinum liggur { gegnum punktinn (2,0).
12 Hvada skilyrdi purfa a, b og ¢ ad uppfylla til pess ad ferillinn y =
az® + br? + cx + d hafi
(a) nakveemlega tveer laréttar snertilinur?
(b) nakveemlega eina larétta snertilinu?
(c) enga larétta snertilinu?
13 Hvar er fallio
3r+ 1, r < —1
g(z) =<z —2? —-1<z<l1
—2x+2, z>1
diffranlegt? Gefid formulu fyrir ¢’(x) par sem g er diffranlegt og teiknid
gogy'.
14  Hvar er fallid h(z) = |z + 1| + |2 — 2| diffranlegt? Skrifid formalu fyrir

h' par sem h er diffranlegt og teiknid h og h'.

Finnio afleiour fallanna { deemum 15-37.
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15  f(t)=(2t* —6t+1)8 27  h(z) = 2? cos(32? — 2)
16 f(x) = (1+ (1+ %)’ 28 g(r) =z 1 VE
17 g(z) = va? +1 29 f(x) = cos?(cosz) + sin®(cos x)
18  h(x) = 2% sin*(5
(x) = x” sin”(5x) 30 g(z) = (14 (z + 2)3)° + 27
19  f(0) = sin(sin(0))
31 h(u) =cos(1l +sinu)
20 g(x) = cos(sin 2x)
— /S 2
21 fr) = (205 — 1) 32  f(x) = y/sin(cos? z)
1
22 f(x) =1+ Vz 33 \/1+tan(:1:+5)
—tanl
28 J(t) =tsin 84 h(x) = cot VIt a?
_ (2
24 g(x) = cos(sin(z?)) 35 f(t)=(t+ (t+t1/2)1/2)1/2
3r+1
25 fla) =3 36 g(t) = /(1 —3t)* + t4
26 g(x) = (1—32%)°4 — )3 37  h(z) = cos(/x) +/cosx
38 Hversu hratt minnkar geisli hrings pegar flatarmal hans er 75mcm? og
minnkar med hradanum 2rcm?/s?
39 Latum
r?sint, ef x #£0
Jw) = {O, ef =0
(a) Finnio f'(z) fyrir x # 0.
(b) Synid ad f er samfellt i x = 0.
(c) Notio skilgreininguna 4 afleidu til pess ad syna fram 4 ad f sé
diffranlegt { z = 0 og akvardio f’(0).
(d) Synid ad f’ er ekki samfellt { z = 0.
40 Teningslaga isklumpur, sem er 20 cm & hvern kant, byrjar ad bradna

kl. 8 fyrir hadegi. Hver kantur styttist sidan med jofnum hrada og er
ordinn 8 cm kl. 4 eftir hadegi. Hversu hratt var rammal isklumpsins
a0 breytast um hadegi?
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41 Finnid linu { gegnum punktinn (18,0) sem er hornrétt & fleygbogann
y = 22 { einhverjum punkti Q. [Lina er s6gd hornrétt 4 feril 1 akvednum
punkti ef hin er hornrétt & snertil hans { punktinum.|

42  Gerum rad fyrir ad f’ sé samfellt 4 6llu R, ad f/(0) > 0 og ad f = f~L.
Synid ad f(z) = x fyrir 6ll z, eda synid ad petta er ekki rétt med pvi
ad finna annad fall med pessa eiginleika.

43 Latum aq,...,a, vera olikar rauntélur og setjum
Qr) = (r —ar) - (x — an).
Synid ad

4.2 Utgildi diffranlegra falla

Skilgreining 4.2.1. Latum S vera hlutmengi { R og f: S — R
(i) Vid segjum ad fallid f taki (eda hafi) stadbundid hdgildi © punkti ¢ ar
S ef til er opid bil I sem inniheldur punktinn ¢ pannig ad

f(z) < f(e) fyrir 6ll x ar I N S.

(ii) Vio segjum ad fallid f taki (eda hafi) stadbundio ldggildi © punkti ¢ ar
S ef til er opid bil I sem inniheldur punktinn ¢ pannig ad

f(z) > f(e) fyrir 6ll x ar I N S.

(iii) Vio segjum ad fallid f taki (eda hafi) stadbundio ttgildi 7 punkti c ar S
ef pad tekur annad hvort stadbundio hagildi eda laggildi i punktinum c.

Athugasemd. Ef fallio f tekur steersta gildi i S, pad er ad segja ef til er
punktur ¢ ar S pannig ad

fle) > f(z) fyrir 6ll = ar S,

bé er stundum sagt ad f hafi vidfedmt hdgildi { punktinum c. A sama hatt
er sagt a0 fallio f taki viofedmt ldggildi i punkti ¢ ar S ef

fle) < f(z) fyrir 6l x ar S.



4.2. UTGILDI DIFFRANLEGRA FALLA 109

Setning 4.2.2. Latum f wvera fall d opnu bili. Ef f tekur tgildi 7 punkti ¢
ir bilinu og f er diffranlegt 7 ¢, pa er f'(c) = 0.

Sonnun. Gerum rad fyrir ad fallio f taki stadbundio héagildi i punktinum c.
bPa er til 6 > 0 pannig ad

fle+h) < fle) ef —0 < h <.
Af pessu leidir ad

fleth) = f(e)

N <0 ef 0 < h <.

0g
fleth) = f(e)
h
Par sem f er diffranlegt 1 ¢, pa gildir

i JEEN =S o S h) = 1

h—0+ h h—0- h

>0 ef -0 <h<DO.

og pbar med 0 < f'(¢) <0, pbad er, f'(c) =0
Sonnunin gengur eins fyrir sig ef f tekur stadbundid laggildi i punktinum
c. U

Skilgreining 4.2.3. Punktur ¢ par sem f’(c) = 0 kallast st6dupunktur falls-
mns f.

Advorun. Fall f parf ekki naudsynlega ad taka utgildi 1 stéoupunktum sin-
um. Til deemis hefur fallio

fR—= Rz 2?

engin tutgildi en f'(0) = 0.

Athugasemd. Latum f : [a,b] — R vera samfellt og gerum rad fyrir ad f
sé diffranlegt 4 (a,b). Setning 3.2.1 segir okkur ad f taki minnsta og steersta
gildi & bilinu [a,b]. Samkveemt sidustu setningu feest pvi ad pessi gildi eru
annad hvort tekin 1 stodupunktum fallsins f eda i endapunktunum a og b.

Daemi 4.2.4. Latum b > 0 og finnum fjarleegd punktsins (0,0) fra fleygbog-
anum 2 = 4y (sja mynd (4.2)).
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Mynd 4.2: Ferillinn 2? = 4y

Urlausn. Finna barf leegsta gildi & /22 + (y — b)2 ad bvi gefnu ad 22 = 4y.
Okkur naegir pvi ad finna laegsta gildi fallsins f(y) = 4y+ (y—b)? 4 halflinunni
[0, +00) og taka sidan kvadratrot pess gildis. Ljost er ad lim,,,  f(y) = +00
svo vid getum valid M > 0 bannig ad f(y) > f(0) = b? fyrir 61l y > M. Par
sem fallid f er samfellt pa tekur pad legsta gildi & bilinu [0, M] og bad
gildi er jafnframt leegsta gildid sem f tekur & [0, +00). Petta gildi er annad
hvort tekid { punktinum 0 eda i stédupunkti fallsins f & (0, +00). Finnum
stodupunkta fallsins f.

f'(y)=4+2(y—0) =0 ba og bvi adeins ad y=1>b— 2.

Ef b <2Dbéaery=0b—2<0ogbviekki & bilinu [0, +00) svo fallid f hefur
engan stodupunkt & (0,400) og f(0) = b? er ba leegsta gildi fallsins f. I
bessu tilfelli er fjarleegd punktsins (0, b) fra fleygboganum jofn b. Ef b > 2 ba
hefur fallid f stéoupunktinn b — 2 & (0, +00). N er

fO)=fb—=2)=0b"—(4b—-2)+b—-2-b*) =b*—4(b—-1)=(b—-2)>>0

svo ad f(0) > f(b—2) = 4(b—1). I pessu tilfelli er fjarlaegd punktsins (0, b)
fra fleygboganum jofn 2v/b — 1.

Verkefni 4.2

I deemum 1-6 skal finna stadbundin og vidfedm hagildi og laggildi vidkomandi
falls & tilteknu bili.

1 f(gc):x+é 4 bilinu [1,4]. 3 h(zx) =[z+1|+[z—1]4[-2,2].
T

2 g(x) = 42® — 152 + 22+ 7 &
bilinu [0, 3]. 4  f(z) =v9—2?abilinu [-1,2].
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10

11

12

13

g(r) = 12_:6 abilinu [-2,5]. 6 [f(0) = 0 + sinf 4 bilinu
v 43 [—27, 27].

Geri0 grein fyrir ad pridja stigs marglida
P(z) = az® + ba* + cx + d
geti haft engan, einn eda tvo stodupunkta en ekki fleiri.

100 cm langur virbatur er klipptur i tvennt. Annar hlutinn er beygour
i hring, en ferningur budinn til tr hinum hlutanum. Hvernig & ad klippa
virinn til pess ad samanlagt flatarmal ferningsins og hringsins verdi

(a) sem mest?

(b) sem minnst?

Trapisa er innritud i hring med geisla 2, pannig ad lengri samsida hlidin
liggi { gegnum midpunkt hringsins. Hvert er staersta mogulega flatarmal
slikrar trapisu?

Sivalningur er innritadur i kulu med geisla R. Hvert parf hlutfallio milli
haedar og geisla sivalningsins ad vera, til pess ad rammaél hans verdi
sem mest? Hvert er pa hlutfallido milli rammals kalunnar og rammals
sivalningsins?

Madur er staddur & litilli eyju sem er { 2 km fjarlaegd fra langri beinni
strandlengju. Hann vill komast &4 sem stystum tima til porps a strond-
inni, sem er 6 km frd peim stad & strondinni sem er naestur eyjunni.
Hvar setti hann ad koma ad landi, ef hann getur r6id 4 10 km hrada &
klst og hlaupid a4 20 km hrada a klst?

Hvert er mesta mogulegt rammal réttrar hringlaga keilu med hlidar-
lengd 107 [Rétt hringlaga keila er keila sem hefur hringskifu sem grunn-
flot og uppfyllir jafnframt pad skilyroi ad linan gegnum topppunkt keil-
unnar og midju hringskifunnar er hornrétt & planid sem hringskifan
liggur 1.

Gardyrkjumadur vill bda til vatnsrennu sem hefur trapisulaga pver-
skurd. Hlidar rennunnar halla badar jafnmikio og eru jafnbreidar botn-
inum, sem er 6 cm breidur. Hvernig eiga hlidarnar ad halla til pess a0
sem mest vatn geti fleett um rennuna?
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14 Keila er biin til med pvi ad skera hringgeira tur hringskifu med geisla
R og lima branirnar saman 4 bitnum sem eftir verour. Hvert er ha-
marksrammal slikrar keilu?

15 Bondi nokkur vill girda af rétthyrnt sveedi. Einnig vill hann skipta
sveedinu 1 tvo rétthyrnda hluta med viobotargirdingu. Heildarsvaedid
barf ad vera 2 hektarar (20 000m?). Hvernig & svaedid ad vera i laginu
til pess ad petta kosti bondann minnst girdingarefni?

4.3 Medalgildissetningin

Vio holdum afram ad skoda hvernig upplysingar um afleiou falls geta gefid
upplysingar um fallio sjalft. Medalgildissetningin segir ad mismun fallgilda {
tveim punktum megi skrifa sem margfeldi fjarleegdarinnar milli punktana og
gildis afleidunnar einhvers stadar milli peirra.

Vid byrjum & einfoldu tilfelli af medalgildissetningunni.

Setning 4.3.1 (Rolle). Ldatum f vera samfellt fall d lokudu bili [a, b] og gerum
rdd fyrir ad f sé diffranlegt d (a,b). Ef f(a) = f(b) pd er til ¢ ur (a,b) pannig
ad f'(c) = 0.

Sonnun. Latum M vera steersta gildid sem f tekur & [a, b] og m vera minnsta
gildid sem f tekur & [a,b]. Ef M > f(a) ba er til ¢ ar (a,b) bannig ad
f(e) = M og pbvi f'(c) = 0 samkveemt setningu 4.2.2. Ef m < f(a), ba er til
c ur (a,b) pannig ad f(c) = m og bvi f'(¢) = 0 samkveemt setningu 4.2.2. Ef
m = M = f(a) ba er f fastafall og pvi f’(c) = 0 fyrir 6ll ¢ ar (a,b). O
Setning 4.3.2 (Medalgildissetningin). Ldtum f vera samfellt fall d [a,b] og
gerum 1dd fyrir ad f sé diffranlegt d (a,b). Pd er til ¢ 4ir (a,b) pannig ad

f(b) = fla) = f(c)(b—a)

Sénnun. Skilgreinum fall ¢ : [a,b] — R med

Ljost er ad fallid ¢ er samfellt & [a, b] og diffranlegt & (a,b). Einnig er fljotséd
ad ¢(a) = ¢(b) = 0 svo samkveemt setningu Rolle er til ¢ ur (a,b) pannig ad

#(c) = 0. En ¢/(c) = f'(c) — L2 og pvi f/(c)(b— a) = f(b) — f(a). O
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Athugasemd. Setningin segir okkur ad til sé ¢ par sem snertilinan er samsioa
linunni gegnum punktana (a, f(a)) og (b, f(b)), sbr. mynd (4.3).

Mynd 4.3: Medalgildissetningin

Dzemi 4.3.3. Finnum lim ((z + 1)/ — 21/3).

T—+00

Urlausn. Setjum f(z) = /3. Paer f/(x) = 2272/ ef x # 0. Samkveemt

medalgildissetningu er, fyrir sérhvert x > 0, til tala ¢, pannig ad =z < ¢, <
r+1log fle+1)— f(z)= f'(c:)((x +1) —x) = f'(c;). Vid faum pvi

1 1
0< DY = —— < —— 0
<(r+1) z 323 = 3223

begar # — +o0. Samkvaemt klemmureglu feest pvi lim ((z+1)Y3—21/%) =0

T—r+400

Daemi 4.3.4. Finnum bau s tr Q pannig ad runan (((n + 1)*+1)* — (n® +
1)%)>° | sé samleitin.

Urlausn. Ef s = 0 ba eru allir lidir rununnar 0. Ef s # 0 ba setjum vid f(z) =

(z?2+1)%. Paer f'(z) = s(x® +1)*' - 2z. Samkveemt medalgildissetningunni
er, fyrir sérhvert n, til tala &, & bilinu (n,n + 1) pbannig ad

(n+1)2+1)°—=n*+1)°=fn+1)— f(n)
= f'(&)((n+1) —n)
= f/<£n)
= 5(&2 4+ 1)"712¢,,.
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Vio faum pvi

lim ((n+1)2+1)° — (n* +1)°

n—-+o00

= lim s(& +1)*12¢,

n—-4oo
. E2+1,, .
= lim s( = )t 2 hag,

n—-+o00

2
1
=2-s lim (fn i
n—-+00 gr% n——+0oo

_ 1. : 2s—1

)5—1_ lim 655—1

Par sem ljost er ad lirf &, = +oo pa sjaum vid ad markgildi rununnar er 0
n—-+0o0
ef s <1/2,1ef s=1/20g +ocoefs>1/2.

Til er almennari utgafa af medalgildissetningunni svokollud medalgildis-
setning Cauchys.

Setning 4.3.5 (Medalgildissetning Cauchys). Ldtum f og g vera samfelld
foll d lokuou bili [a,b] og diffranleg d (a,b). Pd er til ¢ ir (a,b) pannig ad

Sonnun. Ef g(b) = g(a) ba er samkveemt setningu Rolle til ¢ € (a,b) bannig
ad ¢'(c) = 0 og ba gildir augljoslega ad

Vid megum bvi gera rad fyrir ad g(b) # g(a). Skilgreinum fall ¢ : [a,b] — R

e £(6) ~ (@)
— fla
o(x) = f(z —(fa + —=(9(z) — g(a )
@) = 1) = (o) + LG glo) - ate)
Par sem bedi f6llin f og g eru samfelld & [a, b] og diffranleg & (a, b) er 1jost ad
svo gildir einnig um fallid ¢. Ennfremur er ¢(a) = ¢(b) = 0, svo samkveemt

setningu Rolle er til ¢ € (a,b) bannig a0 ¢'(¢) = 0. En
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Setning 4.3.6. Ldtum f wvera samfellt fall d [a,b] og gerum rdd fyrir ad f
sé diffranlegt d (a,b).
(i) Ef f'(x) > 0 fyrir 6ll x dr (a,b), pd er [ stranglega vazandi d [a,b].
(ii) Ef f'(x) < O fyrir 6ll x ur (a,b), pd er f stranglega minnkandi d
la,b].
(iii) Ef f'(x) =0 fyrir 61l x ir (a,b), pd er f fastafall d [a,b].

Sonnun. (1) Ef z og y eru ur [a,b] og x < y bé er til ¢ pannig ad z < ¢ < y
og f(y) — f(z) = f'(c)(y — ).
En f'(¢) >0 o0gy—x > 0svo ad f(y) — f(z) > 0 og bar med f(y) > f(x).
(ii) Sannad & svipadan hatt og (i).
(iii) Ef x er ur (a,b) ba er til ¢ bannig ad a < ¢ < z og f(z) — f(a) =
f'(¢)(x —a) = 0. En bad hefur { for med sér ad f(z) = f(a).
]

Setning 4.3.7. Ldtum f vera samfellt fall d |a,b], latum o', b' € (a,b) med
a <V og gerum rdd fyrir a0 f sé diffranlegt @ (a’',b') nema hugsanlega ¢
einum punkti ¢ ir (a’,b').
(1) Ef f'(x) >0 fyrir 6ll x ur (a',c) og f'(x) <O fyrir 6ll x r (c,b") pd
tekur f stadobundio hdgildi © punktinum c.
(ii) Ef f'(x) <0 fyrir 6ll x dr (a’,c) og f'(x) >0 fyrir 6ll x 4dr (c,V') pd
tekur f stadbundio laggildi © punktinum c.

Sénnun. (1) Samkvemt sidustu setningu gildir ad f er stranglega vaxandi
a [a,c] svo ad f(x) < f(c) fyrir 6ll z ar [@/,c) og f er stranglega minnkandi
a [c, V] svo ad f(c) > f(z) fyrir 6ll = ar (¢, b']. Par med er f(z) < f(c) fyrir
oll x # cuar [d,V].
(ii) Sannad & svipadan hatt og (i).
U

Setning 4.3.8. Ldtum f vera fall sem er diffranlegt @ opnu bili nema hugs-
anlega 7 einum punkti ¢ d bilinu. Ef hm f'(z) og hm f'(z) eru til pd er
T—C
fallio f diffranlegt © punktinum c pd og j)m adeins ad f sé samfellt 7 c og
lim f'(z) = lim_f'()

T—c~ z—ct

Sonnun. Vid vitum ad fall sem er diffranlegt i ¢ er samfellt i c. Vid getum
bvi gert rad fyrir pvi ad fallio f sé samfellt i ¢. Vid purfum ba ad sanna ad
fallid f sé diffranlegt 1 ¢ ba og bvi adeins ad lim f'(x) = lim, f'(z)

r—Cc— Tr—C
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Latum x vera punkt & bilinu pannig ad z < c¢. Pa gildir samkvaemt
medalgildissetningu ad til er punktur ¢ 4 bilinu (z, ¢) pannig ad f(c)— f(x) =
F'(t)(c = x) og bvi

f(x) = fle) _ =f'O)(c—=)

r —cC r —cC

= J'(t).

Af pessu leidir ad
lim Ja) = Jle) lim f(¢).

r—c™ xr —C t—c—

A sama hatt faest ad

lim f) = f(o) = lim f'(t).
z—ct r—cC t—ct
Vid getum pvi alyktad ad markgildid lim M er til b4 og pvi adeins
r—c T —cC
ad lim f'(z) = lim f'(x). O
T—c~ z—ct

Daemi 4.3.9. Litum 4 fallio
22—z efax <1
flw) = {xQ efz>1

lim f(z) =2—-1=1og lim+ f(z) =12 =1, svo ad f er samfellt i punktinum
z—1— z—1

x =1 og bar med 4 6llu R. Ljost er ad f'(z) = —1l ef x <1 og f'(x) = 2z ef
x> 1ogbvi lim f'(z) = -1, lim f'(z) = 2. Vid getum pvi alyktad ut fra
z—1- r—1

setningu 4.3.8 ad f er ekki diffranlegt i x = 1. Ennfremur gildir f'(z) < 0
ef v < 1og f'(x) > 0 ef x > 1 svo samkveemt setningu 4.3.7 tekur f legsta
gildi sitt { x = 1 & sérhverju bili [-M, M]. Med bvi ad lata M — +oo faum
vid pa a0 leegsta gildid sem f tekur & Rer i x = 1.

Heerri afleidur: Latum f vera fall sem er diffranlegt 4 opnu bili. Ef f’
er diffranlegt fall pa taknum vid afleidu pess med f” o.s.frv. Almennt taknum
vid n-tu afleidu f , ef han er til, med f™, D" f, ©L oda 4% b4 er sagt ad f

7 dxm dx™ "
sé n sinnum diffranlegt d bilinu. Ef f er n sinnum diffranlegt fyrir sérhvert

n péa er f sagt vera dendanlega oft diffranlegt d bilinu.
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Daemi 4.3.10. Setjum

f(x):{xG ef £ <0

2 ef x>0

Ljost er ad f er samfellt fall & R sem er 6endanlega oft diffranlegt 4 R\ 0.
Fyrir # < 0 feest: f/(z) = 62°, f"(2) = 6-52%,--- | f© = 6! og f™(z) =0
ef n > 7. Fyrir o > 0 foest: f/(2) = 827, f"(x) = 8- Tab,--- |, f® =8l og
f =0ef n>9. Med pvi ad beita setningu 4.3.8 faest pa ad f er 5 sinnum
diffranlegt i 2 = 0 og f'(0) = f"(0) = --- = f® = 0. Hins vegar er f ekki 6
sinnum diffranlegt { 2 = 0 vegna pess ad lim,_,o- f© (z) = lim,_,o- 6! = 720
en lim, o+ f©(2) = lim,_,o+ 8-7---3-2% = 0. Nidurstadan er bvi st ad fallid
[ er 6endanlega oft diffranlegt i R\ {0} en einungis 5 sinnum diffranlegt i
rz=0.

Setning 4.3.11. Ldtum f vera tvisvar sinnum diffranlegt fall @ bili (a,b) og
c vera stédupunkt fallsins f.
(i) Ef f"(x) <0 fyrir 61l  dr (a,b) pd tekur f hdgildi ¢ punktinum c.
(ii) Ef f"(x) > 0 fyrir 6ll x dr (a,b) pd tekur f ldggildi 7 punktinum c.

Sénnun. (i) I bessu tilfelli er f/ minnkandi & (a,b). En f’(c) = 0 svo ad
f'(x) > 0 fyrir 6ll = ar (a,c) og f'(z) < 0 fyrir 61l = ar (¢,b) . Samkvemt
setningu 4.3.7 tekur pa f hagildi { punktinum c.
(ii) Sannad & samsvarandi hatt.
U

Athugasemd. Ef f” er samfellt { punktinum ¢ pa er til opid bil um ¢ par
sem f” hefur sama formerki og f”(c). Par med faest: Ef f'(c) = 0 ba tekur f
stadbundid hagildi i ¢ ef f”(c) < 0 en stadbundid laggildi i ¢ ef f”(c) > 0.

Skilgreining 4.3.12. Latum g vera fall & [a, b]. Ef fyrir 61l x; og x5 ur [a, b]
og fyrir 6ll o pannig ad 0 < a < 1 gildir
(i)
glazs + (1 = a)z1) < ag(wz) + (1 — a)g(z1) (1)
ba segjum vid ad g sé kupt fall; (sja mynd 4.4)
(i)
glaxy + (1= a)ry) = ag(rz) + (1 — a)g(z1) (2)

ba segjum vid ad g sé thvolft fall (sja mynd 4.5).
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Vid segjum ad fallid g sé stranglega kupt ef setja ma < i stad < i 6jofnu (1)
og vid segjum ad bad sé stranglega thvolft ef setja ma > { stad > { 6j6fnu (2).

Mynd 4.4: Kuapt fall

Athugasemd. Ef vid forum eftir fallriti fallsins ¢ 1 stefnu vaxandi z, pa erum
vid 1 ,vinstri beygju“ pegar fallio er kupt og i ,haegri beygju* pegar fallid er
ihvolft.

Setning 4.3.13. Ldtum f vera samfellt fall d [a,b] og gerum rad fyrir ad f
s¢ diffranlegt d (a,b). Ef f' er vazandi d (a,b) pd er f kipt d [a,b]. A sama
hatt ef f er minnkandi d (a,b) pd er f ihvolft d |a,b].
Sonnun. Gerum rad fyrir ad f’ sé vaxandi 4 (a,b). Latum x og z’ vera tar
la, b] bannig ad x < 2’ og « vera ur (0,1). Setjum z = az’+ (1 —«a)z. Viljum
syna ad

f(z) < af(@)+(1—a)f(z).
Na er f(2) = af(2) + (1 — a) f(z) svo okkur naegir ad syna ad

(1= a)(f(z) = f(x)) < alf(z") = f(2)). (3)
Samkveemt medalgildissetningu eru til ¢ og d pannig ad

r<e<z og f(z) = flx) = f(c)(z— ),
z<d<a’ og f(@) = [f(z) = fid)(a —2).
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glay+(11a)z)
ag(y)+§1—a>g(x>

|
|
|
|
|
|
1

r ay+(l—az y
Mynd 4.5: Thvolft fall

Nt er f/(¢) < f(d) vegna bess ad f' er vaxandi og par sem
az+(1—a)z=ax + (1 —a)x
Pé fmst (1— a)(z — 2) = a2’ — 2). Af pessu leidir
A=a)lf(z) = fl@)=(1—-a
a

og bar med er synt ad (3) er rétt. Ef f' er minnkandi & (a,b) pa er sannad a
svipadan hatt ad f er ihvolft & [a, ). O

Athugasemd. Unnt er a0 syna fram 4 ad leidingarnar i sidustu setningu
gilda i badar attir. Par med faest a0 ef f er tvidiffranlegt & (a, b) ba gildir
(i) f"(z) > 0 fyrir 6ll = ar (a,b) ba og bvi adeins ad f’ s¢ vaxandi &
(a,b) ba og bvi adeins ad f sé kapt a [a, b].
(ii) f"(x) > 0 fyrir 6ll = ar (a,b) b4 og bvi adeins ad [’ sé stranglega
vaxandi & (a,b) ba og bvi adeins ad f sé stranglega kupt 4 |[a, b].
(iii) f"(x) <0 fyrir 6ll  ar (a,b) ba og bvi adeins ad f’ sé minnkandi &
(a,b) ba og bvi adeins ad f sé ihvolft & [a, b].
(iv) f"(z) < 0 fyrir 6ll z ar (a,b) ba og bvi adeins ad f’ sé stranglega
minnkandi & (a,b) ba og bvi adeins ad f sé stranglega thvolft & [a, b].
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Skilgreining 4.3.14. Latum f vera samfellt fall & opnu bili og ¢ vera punkt
ur bilinu. Ef fallid f er kupt 60rum megin vio punktinn ¢ en ihvolft hinum
megin pa segjum vio ad ¢ sé beygjuskilapunktur fallsins f eda fallio f hafi
beygjuskil © punktinum c.

Athugasemd. Nafngiftin ,beygjuskil® er skiljanleg 1 1j6si athugasemdarinnar
vid skilgreiningu 4.3.12.

Setning 4.3.15. Ldatum f vera samfellt fall d bili (a,b) og laitum ¢ vera punkt
d bilinu. Ef f er diffranlegt d bilunum (a, c) og (¢, b) pd er ¢ beygjuskilapunktur
fallsins f ef annad hvort

(i) f" er vazandi d (a,c) og minnkandi d (c,b) eda

(ii) f" er minnkandi d (a,c) og vazandi d (c,b)

Sonnun. Leidir beint af setningu 4.3.13. U

Athugasemd. Ef f er tvidiffranlegt & bilunum (a, ¢) og (¢, b) ba er ¢ beygju-
skilapunktur ef annad hvort eftirtalinna skilyrda er uppfyllt.

(i) f"(xz) <0 fyrir x < c og f"(x) > 0 fyrir x > ¢,

(ii) f"(x) > 0 fyrir z < c og f"(z) < 0 fyrir z > c.
Ef ad auki f er tvidiffranlegt i c og f” er samfellt i ¢ og ¢ er beygjuskilapunktur
ba gildir naudsynlega f”(c¢) = 0.

Advorun. f’(¢) = 0 parf ekki naudsynlega ad pyda ad ¢ sé beygjuskila-
punktur fallsins f. Til deemis hefur fallid f(z) = 2* ekki beygjuskil { z = 0
en f”(0) = 0.

Verkefni 4.3

1 Sannid ad 6jafnan
|sinz —siny| < |z —y|

sé rétt fyrir 6ll x og y.

2 Latum f(x) = Ax? + Bz + C. Fyrir sérhvert bil [a, 8] er til ¢ ar (a,b)
b.a. f(b) — f(a) = f'(¢)(b—a). Synid ad petta ¢ liggur mitt 4 milli a
og b.

3 Latum f(z) =vVa2%, a=—1logb=1.
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(a) Synid ad ekki sé til neinn punktur ¢ € (a,b) pannig ad

f(b) = f(a)

7o) = =01

(b) Utskyrid hvers vegna betta er ekki i motsdgn vid medalgildissetn-
inguna.
4 Latum a, b, ¢ og d vera rauntélur. Synio ad jafnan
ar® + b +ex+d=0
geti 1 mesta lagi haft eina rauntdlulausn, ef b? — 3ac < 0.
5 Latum f(r) = 2°+az* +bx®+cr*+dr+e. Synid ad jafnan f(x) = 0 geti

ekki haft fleiri en prjar olikar rauntdlulausnir ef 2a* < 5b. [Abending:
Skodio f"(x).|

I deemum 6-11 skal finna & hvada bilum tiltekin o1l eru stranglega vax-
andi eda stranglega minnkandi og finna stadbundin laggildi og hagildi peirra.
Finnid svo hvar f6llin eru kupt eda ithvolf og finnid beygjuskil. Notid nidur-
stoournar til ad teikna grof fallanna.

6 f(r) =423 — 32> —18x+5 9 flz)=aV6—1z

7 flx)=a—=323+32° —x 10 f(z)=x+cosz

8 f(zr)=32"—52°+3 11 flo) = —

12 Synid ad & fallriti pridja stigs margliou séu nakvaemlega ein beygjuskil.

13 Synid ad & fallriti 4. stigs marglidu séu annad hvort engin beygjuskil
eda nakveemlega tvenn beygjuskil.

14 Synid ad um fallid f(z) = 2* gildi f”(0) = 0 b6 svo z = 0 sé ekki
beygjuskilapunktur fyrir f.

15 Synid ad fallid g(z) = x|z| hafi beygjuskil i punktinum =z = 0 en ad
g"(0) sé ekki til.
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16 Skilgreinum fall f med

) = {x(l —cosz), efx <0

) 23 ef £ > 0.

Hversu oft er fallio f diffranlegt { punktinum z = 07

17 Latum f vera samfellt kapt fall & lokudu bili [a, b] og gerum rad fyrir
ad f sé diffranlegt & opna bilinu (a,b). Synid ad f’ sé vaxandi & (a,b).
[Abending: Synid ad fyrir 61l 2 og y tr bilinu (a,b) bannig ad = < y

gildi
fly) — f(=z)

PR f'w).

f'(x) <

4.4 Nalgun diffranlegra falla med marglidum

0

Markgildi eins og lim,_,, f(x)/g(x) geta verid til pott lim, ,, g(x) = 0,
Sem deemi getum vid tekid lim, ,osinz/z. Naesta nidurstada kemur oft ad
gagni vid tilfelli eins og pessi.

Setning 4.4.1 (Markgildisregla de I'Hopital). Latum f og g vera diffranleg
foll d (a,b) og ¢g'(x) # 0 fyrir 6ll x ir (a,b); —oo < a < b < +oo. Gerum rdd
fyrir
/
lim Jz)

r—a™t g/(ZL')

)

par sem L er einhver rauntala eda +oo eda —oo. Pd gildir:
(i) Eflim, o+ f(x) =lim, .+ g(x) =0, pd er

i L) _p

z—at g(ﬂf) B
(ii) Eflim, .+ g(z) = 400, pd er

im @ =
mLa+ g(ﬂf) L

Setningin er einnig rétt ef 7 stad lim,_,,+ kemur alls stadar lim,_;,-.



4.4. NALGUN DIFFRANLEGRA FALLA MED MARGLIDUM 123

Advorun. % getur haft markgildi b6 svo ’gc :((g hafi ekkert markgildi pegar

x — ab. Til demis sést audveldlega med pvi ad nota klemmuregluna ad
2 g 2 .

lim, o+ %ﬂm =0. En D(”C+I;(1/$)) = 2xsin(1/x) — cos(1/x) hefur ekkert

markgildi pegar z — 0.

Athugasemdir. (i) Par sem ofangreind markgildisregla gildir jafnt fyrir
haegri og vinstri markgildi pa gildir hun einnig fyrir tvihlida markgildi (sja
setningu 3.2.1).

(ii) T tilfelli (ii) { setningunni ma —oco koma i stadinn fyrir +oo bvi ad
fl@) _ —f(=@)

g(z) —g(z) "

2
—1
Daemi 4.4.2. Reiknum lim M

3 med pvi ad nota reglu de I’'Hopital.
z—0 2x°sInx

Urlausn. Vid beitum reglu I'Hépital nokkrum sinnum:

. cos(z?) -1 —2x sin(2?)
lim — e = lim o 3
t—0 x3sinx z—=0 3x2sinx + 23 cosx
, —2sin(z?)
= lim - 5
z—0 3xsin T + x° cosx
' —4x cos(z?)
= lim — .
t—03sinz + 3xcosz + 2z cosx — x2sinx
—4 cos(x?)
=1l .
z—0 3% +5Hcosx —zxsinzx
—4
3+5—0
1
5

Dzemi 4.4.3. I pessu deemi koma fyrir atridi sem fjallad er um aftar i bokinni.
Flestir lesendur settu po ad hafa pad goda undirstodupekkingu ad peir geti
skilid lausnina. Reiknum

x et
lim e:”/ sint - — dt.
xr——+00 1 t



124 KAFLI 4. DIFFRUN

Urlausn.

@ t Tsint - < dt
lim e_”C/ sint-%dt: lim fl—t
1

T—400 T—400 er

. x
. sinz- <
= hm _—
T—400 et

sinx

= lim
r— 400 €T

= 0.

Sonnun d reglu de I’Hopital. (i) Vid latum okkur naegja ad athuga tilfellio
—00 < a. Setjum f(a) = g(a) = 0. Pa eru f og g samfelld & [a,b). Fyrir
sérhvert x ur (a,b) eru follin f og g samfelld & [a,z] og diffranleg & (a,x)
svo samkveemt medalgildissetningu Cauchys (setning 4.3.5) er til z ar (a,x)
bannig ad

fl)  fl@)—fla)  [fE)e—a) f(2)

glx)  g(@)—gla) gQR)x—a) ¢(z)
Par sem z — a™ pegar x — a™ b4 faest

/
lim @ = lim ) L.

z—at g(.ﬁl}) z—at g/(Z) -

(ii) Vio latum okkur neegja ad athuga tilfellid b = 400 og —o0 < L < +00.
Vio gefum okkur pvi ad

f'x) : _
og viljum syna ad
lim @ = L.
T—+00 g(,j(;)

Vio latum z,, — oo og synum fram & ad lim,, gg:; = L.

Vid byrjum & ad bua til samleitna runu (y, ) sem stefnir lika 4 +0o0 med peim

eiginleika ad

9(yn) 9(yn)
(Sja Deemi 4.4.18). Sidan notum vid medalgildissetningu Cauchys og veljum
vid fyrir sérhvert n télu &, milli y,, og x,, bannig ad

f(xn) - f(yn) _ f/(gn)
9(xn) —g(yn)  9'(&n)
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Deilum med g(z,) i nefnara og teljara vinstra megin,

f(zn) fyn)

o) gt _ ()
_g(yn) ! n '
1 — %am) 9'(&n)

Margfoldum med nefnara vinstri hlidar badum megin,

flxn)  flyn) _ <1 B g(yn)> T

g(wn) N 9(w,) g(wn)/ g'(&n)

Feerum seinni lidinn { vinstri hlid yfir,

fln) 0 9w (&) fyn)
o~ (- 5e)

g(&n)  glwn)

Par sem &, er & milli y,, og x, fyrir sérhvert n, pa stefnir runan (¢,) lika 4
+00. Par med er 1jost ad haegri hlid jofnunnar stefnir & L og pa vinstri hlio
lika.

O

Nélganir med marglidoum eru dhugaverdar vio télulega utreikninga a gild-
um falla. Slikar nalganir hafa einnig fraedilegt gildi. Vid setlum hér ad athuga
Taylor-lidun falls f en pad er dkvedin tegund margliounalgunar.

Pegar vid skilgreindum afleidu pa sdum vid, & mynd 4.1 ad linan gegnum
punktinn (a, f(a)) med hallatolu f'(a) gefur goda nalgun & f(z) i grennd vid
a. Petta méa orda a4 annan hatt: P(z) = f(a) + f'(a)(z — a) er s 1. stigs
marglida, sem nalgar fallio f best { grennd vid a. Vio tokum eftir pvi ad

P(a) = f(a) og P'(a)=['(a).

Gerum nu rad fyrir pvi, ad f sé diffranlegt n-sinnum & opnu bili I og latum
a € I. Vid leitum ad margliou P(z) = T, f(x;a) af stigi n, sem nalgar f vel
i grennd vid a. Vid veljum ba leid ad krefjast pess ad n fyrstu afleiour p i
a skuli vera paer somu og n fyrstu afleidur f i a (petta gaf goda raun pegar
n=1).

Setning 4.4.4. Latum f vera n-sinnum diffranlegt fall @ opnu bili og a vera
punkt dr bilinu. Pd er til ndkvemlega ein marglida P(z) af stigin eda legra
bannig ad

P(a) = f(a), P'(a)=f(a),...,P"(a) = f"(a), (1)
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had er ad segja

P() = f(a) + f/(@)(z — @) + -+ — [ a)(z )"

Skilgreining 4.4.5. Marglidan i setningunni hér ad ofan (setningu 4.4.4)
kallast n-ta Taylor-marglioa fallsins f ¢ punktinum a. Hun verdur ymist
taknud med T, f(x;a)T, f(z) eda T, f eftir pvi hversu mikillar ndkveemni er
porf. Einnig er stundum notadur rithatturinn T,(f(x); a)hentar betur.

Sonnun d setningu 4.4.4. Ljost er a0 marglidan

T /() = f(@) + (@)@ —a) + o+ O a)a — a)"

uppfyllir (1). Gerum rad fyrir ad P(z) = ag + a1 + - - - + a,2™ uppfylli (1).
Skrifum

P(x)=P((zr —a)+a)
=a+a((r—a)+a)+- - +a,((x—a)+a)
=by+bi(x—a)+ - +by(x—a).

Fyrir £ =0, ..., n gildir samkvaemt (1):

P®(a) = kb = f*(a)

og pvi
M (a)
by = :
k!
bPar me0d er sannad ad T, f(z; a) er eina n-ta stigs marglidan sem uppfyllir (1).

O

Setning 4.4.6. Latum f og a vera eins og i sidustu setningu. Fyrir margliou
P(x) af stigi mest n gildir ad P(x) =T, f(x;a) pd og pvi adeins ad

lim = 0. (2)

T—a (ZL‘ — a)"
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Sonnun. Med bvi ad beita reglu de I'Hopital (n — 1)-sinni feest:
-7 .
oo S = Tuf (50

T—a (,j(; — a)"

o {0 = () @)

z—a  n(r —a)*!

f (@) — (T f)"V(2)

=..-=lim

z—a nl(x —a)
o 1070~ f @)~ f @) )
= nl(z — a)
(1) () — F-1) (g
-l )
= L (f"(a) ~ /(@) =0.

Af pessu leidir a0 T, f uppfyllir (2). Ef P(x) er n-ta stigs marglida sem
uppfyllir (2) pa faest

fl@) = Plx)  flz) = Tof(x) + Tnf(x) — P(x)
(x —a)r (x —a)?
f(z) =Ty f(z) N T f(x) - Pla)

(x —a)” (x —a)”

En af pessu leidir
T—a (ZL‘ — a)"
Petta pydir ad a er (n + 1)-fold r6t margliounnar T, f(x) — P(z) sem er

marglida af stigi mest n svo T, f(x) — P(x) er nillmarglidan, bad er T, f(z) =
P(z) fyrir oll . O

= 0.

Skilgreining 4.4.7. Setjum R, (z;a) = f(z) — T, f(x; a) og skrifum

f(z) =T, f(z;0) + Ro(z:a);  lim Rn(z;a)

T—a (:p — a)" o

Pessi framsetning kallast Taylor-formala fyrir f 7 a og R, (z; a)kallast restlio-
ureda leif af stigi n. Oft ritum vid R,,(x) i stad R, (x; a) ef ljost er af samhengi
um hvada a er reett.
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Athugasemd. Ef f er eins og i sidustu setningu og P(x) er marglida af stigi
minna eda jafnt n pannig ad f(x) = P(z) + R(z) bar sem R er fall & opnu
bili sem inniheldur a og uppfyllir

lim M =0,
r—a (l‘ — a,)n
b4 leidir af setningunni ad P(x) =T, f(x;a).
Setning 4.4.8 (Reiknireglur fyrir Taylor-marglidur).
(i) Ef f og g eru n-sinnum diffranleg foll @ opnu bili og A og p eru
rauntolur pa gildir

ToAf + pg) = ATnf + 1 Thg.
(ii) Ef f er n-sinnum diffranlegt fall d opnu bili pd er
(Tnf), = Tnflf/-

(iii) Ldtum f vera n-sinnum diffranlegt fall @ opnu bili og a vera punkt ir

bilinu. Ef ce R\ 0 og g(z) = f(c-x) pa gildir

ToLg (:c; %) =T,f(c-z;a).
Sonnun. Eftirlatin lesendum. O
Daemi 4.4.9. Fljotséd er ad fyrir sérhverja heila tolu n > 0 gildir
sin®(z) = (=1)"sinz, sin®*Y(z) = (=1)"cosz

0g
cos®(z) = (=1)"cosz, cos®*V(z) = (=1)"sinz.

Sér 1 lagi faest
sin®(0) = cos®*V(0) =0 og sin®*(0) = cos®(0) = (—1)".

Par med faum vid Taylor-formualufyrir sinus og koésinus

' 3 g5 T g
sine == gpt g m g b D gy Rensal®),
22 gt g6 . 2
cosle——z! +J_ﬁ+'”+<_1) wﬂLR%H@)-
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Daemi 4.4.10. Fyrir sérhverja rauntolu x # 1 gildir

1 :L,nJrl
=l4+z+a’+---+a"+ :
11— 1—=
Enn fremur gildir
antl n+1
11—z z xr
= = — 0 egar x — 0.
an (1—z)z" 1-—=x beg

Samkveemt athugasemd & eftir setningu 4.4.6 feest pvi
1 2
T,|——0)=14+x+2"+---+ 2"
11—z
Samkveemt (ii) { setningu 4.4.8 feest med diffrun ad

1 n—1
Tn1<m;0):1+21’+"'+n$ .

Taylor-margliour mé nota vid markgildisreikninga:
.4
Dzemi 4.4.11. Reiknum lim — = 2
z—0 cos(x?) — 1

Urlausn. sinx = x + Ry(x) samkvaemt 4.4.9 hér 4 undan og par med

sin® 2 = (z + Ro(2))*

— gty G) 2 Ro(x) + (;l) 2?(Ry(x))?
N <§)x(RQ(:€))3 + (Ro(a))",

Setjum R(z) = sin*x — 2%, Nu faest

0 1) a2 2 3 3 x 0

begar x — 0. Fyrir sin® = feest pvi Taylor-formilan

sin'z = 2% + Rs(7).

Ro) _ (4R | (4) Bale)? , (1) Rale)? | ()
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Einnig feest cosy = 1 — yQ—? + R3(y) samkveemt deemi 4.4.9 hér ad framan.
Setjum y = 22 og faum

l‘4 4

cos(z?) — 1 = 5 + Rs(2?) = —% + Rg(x).

Af pessu leidir

sinfz a' 4+ Rs(2)

cos(z2) —1 —”C2—4 + Re(x)

1 Bt
1
_>T/2:_2 begar = — 0.

Vid hofum eftirfarandi formulur fyrir leifinni R, (x):

Setning 4.4.12. (Leifaformiila Lagrange) Gerum rdd fyrir pvi ad fallio f
s€ (n + 1)-sinni diffranlegt @ opnu bili I og ad a € 1. Pd gildir um sérhvert
x €l ad til ert milli a og x pannig ad

f@) = fla) + fla)(z —a) + -+ gf(")(a)(x —a)" +
Med 60rum ordum béa er til £ milli @ og  pannig ad

Fro(e) n
R, (z) = T(x —a)"t
Takid eftir pvi a0 sidasti liour heegra megin hér ad ofan 1 formtalunni fyrir

f(x) og sidasti lidur i T}, 1 f(x; a) eru

n+1 n+1
f( )<t)(x—a)"+1 Og f( )<x)(x—a)"+1
(n+1)! (n+1)!

svo a0 munurinn & f(x) og Th11f(z;a) kemur fram { muninum & pessum
tveim lidum.

Vid sjaum & pessari setningu ad ef haegt er ad meta afleidur f b4 ma nota
Taylor margliour f til ad meta fallgildi f. Petta a t.d. vido um f6llin sin z og
COS .
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Sonnun. Setjum

~—

gwr:ﬂ@—-"f€?<x—wk—R4w(x‘“yﬁ3

k=0

Fallid g er diffranlegt & bilinu I og

n D)y, ") (y
g/<u> _ _f/(u)_z<f ( )<l’—u)k— f ( )(x—u)kl)

k!

FRy () 1) (x_t)n = Loy

(n+1) (4, x—t\"
— _fi()(x —u)"+ Ry(x)(n+1) < t) . ! (—1),

n! T —a

bar sem um er a0 reeda kikissummu i ¢'(u).
Par sem g(a) = g(z) = 0 er til, samkvaemt setningu Rolle, ¢ milli a og =
bannig ad ¢'(t) = 0 svo ad

£ (1) rot\" 1
——Z(x—1)" 1 . —1)=0.
ey Ry (S20) =0
Setningin faest ni med pvi ad einangra R,,(z) tr bessari jofnu. O

Setning 4.4.13. Ef m < f+)(t) < M fyrir 61l t € I pd gildir

(x —a)"™! (x —a)"™!
~ 7 <R,(z) < M~—-—~L— I
m S () < 1) efrel ogx >a
0g
(ZL‘ _ a)nJrl i
< (=1)""R,
oy = DT R)
(.T _ a)n—f—l
S W ef:L’ el 0g T < a.
Sonnun. Afing. Athugio leifaformulu Lagrange. O

Athugasemd. Fyrir sum f6ll, eins og t.d. sinus og kdsinus er audvelt ad
meta afleiduna f"*! og par med er haegt ad reikna gildi fallsins.
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Setning 4.4.14. Ldtum f wvera fall d opnu bili og a vera punkt ur bilinu.
Gerum rd0 fyrir ad til sé€ heil tala n > 2 pannig ad f sé n-sinnum diffranlegt
ia, f'(a) == f"Y(a) =0 og f™(a) #0. Pd gildir
(i) Ef n er oddatala pd tekur f hvorki stadbundio hdgildi né liggildi ¢
punktinum a.
(ii) Ef n er jofn tala og f™(a) <0 (f™(a) > 0) pd tekur f stadbundio
hagildi (laggildi) © punktinum a.

Sonnun. Setjum ¢ := L f™(a) og skrifum f(z) = f(a)+c-(z—a)" + Ry ().
P& feest ad

fl@) = (@) _,, PRula)

(z—a)" (@ —a)

Par sem lim ﬂ = 0 ba hefur M hefur sama formerki og c ef
r—a (:p — a)" (ZL‘ — a)"
x er nalegt a.

(i) Ef n er oddatala ba hefur (z — a)™ gagnsteed formerki eftir pvi hvort
x < aeda z > a. Sama gildir bvi um f(z) — f(a) nalegt a, bad er ad segja
a bilinu (@ — d,a + J) er f(x) steerra en f(a) 60ru megin vid a en minna en
f(a) hinum megin vid a. Af pessu drogum vid pa alyktun ad f tekur hvorki
sta0bundid héagildi né stadbundid laggildi { punktinum a.

(ii) Efn er jofn tala paer (x—a)™ > 0 ef z # a og bar med hefur f(z)— f(a)
sama formerki og ¢ naleegt a. Ut fra pvi getum vid alyktad:

Ef c <0 baer f(z) < f(a) fyrir z nalegt a, og bar med tekur f stadbundid
hégildi i punktinum a. Ef ¢ > 0 ba er f(x) > f(a) fyrir x naleegt a, og bar
med tekur f stadbundio laggildi i punktinum a.

]

Daemi 4.4.15. Litum 4 fallid

sin x

flx) = — x — sin(2?).

1—=x

Fljotséd er ad f'(0) = 0. Kénnum na hvort fallid f taki stadbundid hagildi
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eda stadbundio laggildi i punktinum x = 0.

f(x) = <x—%+R4

(x)) (14 z+ 2”4+ 2° + Rs(z))

Par sem 3 er oddatala pa tekur f hvorki stadbundid hagildi né stadbundio

laggildi 1 punktinum O.

Verkefni 4.4

Finnio markgildin { deemum 1-17 1 peim tilfelum par sem pau eru til.

1

. tan x
lim ——
z—=0x 4+ sInx
. cos X
lim ———
z—3r/2 x — 37/2

1 —cosy/x

lim
z—01 X
ooyt —64
lim T
y—=2 y* — 16

. sinx —x
lim ——
x—0 :L‘3

. T +sinx
lim

z—00 3T + COS T

. 2 —1
lim ——
e—o0 \/Ax? — 1

20—

im
z—7/2 tan 2x

9

10

11

12

13

14

15

16

17

. x —2cosTx
lim —
r—2 ,’1;‘2—4

C Vl+x—1—2
lim

x—0 €x

lim (x — 7) cot x
T—T

lim /zsecz

z—0t

lim (Va2 + 2+ 1 — Va2 — 1)

T—00
lim (Va3 + 2z +5 — )
T—>00

3 3
mhjgo(xQ—l _x2+1)
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18 Lat (z,) vera runu og g vera fall pannig ad x,, — +oc og g(x,) — +00.
Synid fram 4 tilvist runu (y,,) pbannig ad y,, — +00 og g(y,)/ f(x,) — 0.
(Abending: Buid rununa til med pvi ad endurtaka stokin i upphaflegu
rununni).
19 Latum f vera diffranlegt fall. Synid ad
St h) = fla—h)
A 2h =@
20 Latum f vera tvidiffranlegt fall. Synid ad
. f(:z:+h)—2f(x)—|—f(:c—h)_ "
A h? = /@)
21 Latum a og b vera rauntolur og latum f vera diffranlegt fall pannig ad

f(z) = aog f'(x) — b, begar © — oco. Synid ad b = 0.

I deemum 21-28, skal finna n-ta stigs Taylor-nalgun fallanna i punktinum a.
Notio svo leifaformulu Lagrange til pess ad meta hversu géd Taylor-nalgunin
er & bilinu |z| < 0.1 fyrir f6llin { deemun 21-23.

22

23

24

25

30

31

f(z) =tanz; a=0,n=3 26 f(z) =sing; a—7/dn=3
f(z) 1 a=0,n=3 27 f(x)=+r; a=4n=3

:1+x;

1
f@)=vV1+2; a=0n=3 29 f(x):;; a=-1,n=4

Latum f vera tvidiffranlegt fall & R med f(0) = 0. Skilgreinum fall
g : R — R med

g(z) = @, ef x#0
f0), efx=0

Synid ad fallid g sé diffranlegt i z = 0.

Setjum f(z) = (14 )¢, bar sem c er fasti. Synid ad fyrsta stigs Taylor-
marglida fallsins f { punktinum 0 er 1 + cz.

Setjum nu g(z) = vzt + 22 — 2% Notid nidurstéduna hér ad ofan til
ad finna markgildi g(z) begar x — +oc.
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32  Setjum f(x) = (2° + 7z* + 2)¢ — 2. Synid ad adeins s¢ til eitt gildi 4 ¢
bannig ad f(x) hafi endanlegt markgild pegar © — +oo. Finnid betta
gildi & ¢ og markgildio.

Akvardid markgildin i deemum 32-36.
. o 4 4 . 2
33  lim (z—Vat—22+1) 35

sin(z) tan®(z)x cos(2z)

T—r+00 ili% I‘Q
34 lim z”(cos ! 1+ L)
r—+00 x 212

4.5 Foélgin diffrun

Folgin diffrun er adferd sem byggir & kedjureglunni. Hun gerir okkur oft
kleift a0 einfalda dtreikninga. Vid latum okkur naegja ad lysa henni hér med
deemum.

Dzemi 4.5.1. Litum & ferilinn { R? sem skilgreindur er med jéfnunni y? —a? =

0. Ljost er ad punkturinn (4, 8) er 4 ferlinum. Sagt er ad jafnan y*> —2® = 0

(4,8)

Mynd 4.6: Ferillinn y? — 2° = 0

feli 7 sér skilgreiningu d y sem fall of x © grennd vid punktinn (4,8) ef til er
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opid bil um 4 & z-as og fall f & bessu bili pannig ad f*(z) — 2® = 0. Ljost er
ad fallid f : (0, +00) — R;x + 23/2 fullneegir pessum kréfum. Ef vid viljum
finna afleidu y i © = 4 pa getum vid diffrad fallid « — 23/? og sett x = 4 inn,
en vid getum lika gert pad med folginni diffrun: y? — x® = 0 leidir af sér ad

%(yz—x‘?’):Oen
d 3\ dy 2 dy_ 2
%(y —:E)—Qy%—?)x svo ad Qy%—?)x.

Setjum nu (z,y) = (4,8) og faum 2 - 8 - %(4) = 3- 4% og bar med er %(4) =

s

Daemi 4.5.2. Tékum ni floknara deemi . Unnt er ad syna fram a a0 jafnan
exp(y - sinx) — cos(z - y) = e

felur i sér skilgreiningu & y sem falli af = i grennd vid punktinn (7, 1). I
bessu tilfelli er mjog erfitt ad ,einangra y. Finnum ni afleidu y { z = 5§ med
folginni diffrun. Diffrun med tilliti til z gefur

d d
(% -sinx + y cos x) exp(y - sinx) + (y + x%) sin(zy) = 0.

Setjum (z,y) = (5, 1) og faum

(#6)0) o (3 5)

og par med er

og pvi

@(z)_ - 2

dr \2 _e—l—% T %e+n

Dezemi 4.5.3. Sntium okkur aftur ad ferlinum 3% — 23 = 0 og beitum folginni
diffrun til ad finna pa punkta & ferlinum sem eru i minnstri fjarlegd fra
punktinum (1,0). Nu er fjarleegd punkts (z,y) fra punktinum gefin med
(x — 1)2 + y? svo verkefnid felst i pvi ad finna pa punkta (z,y) bar sem
(r — 1)2 + y2 verdur sem minnst, ad pvi tilskyldu ad y* — 2® = 0. Til bess
ad einfalda ttreikninga skulum vid athuga (z—1)%+y? i stad v/ (x — 1) + y2.
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I grennd vid sérhvern punkt 4 ferlinum, annan en punktinn (0,0), getum vid
litid 4 y sem diffranlegt fall af x og bvi einnig &4 (z — 1) + y? sem diffranlegt
fall af z. Par sem (z — 1)? + y? verdur minnst hlytur ad gilda

d dy
—((z =1 +9*)=2(x— 1) +2y— = 0.
(=17 4y = 2w~ 1) + 2
Ennfremur gildir
d 5 3 dy 2
—(y° — =2y— — 3z = 0.
- =2y — 3
Ut 1tr pessum jofnum feest jafnan
32 = —2(z — 1)
sem hefur lausnirnar = = @ og r = —@. Sidari lausnin kemur ekki til

greina par sem punktarnir & ferlinum hafa x-hnit > 0. Punktarnir & ferlinum
y? — 23 sem hafa 2-hnit @ eru (sja deemi 4.5.1)

V=1 [(V7T-1
3 3

3/2
) ~ (0,55, 0,40)

0g

ﬁ—l_(ﬁ—l

3/2
~ (0,55, —-0,40
3 3 ) ( Y ) ) )7

Par sem bessir punktar eru greinilega neer punktinum (1,0) en punkturinn
(0,0) , eru petta punktarnir sem vid leitudum ad.

Verkefni 4.5

Finnid afleiduna dy/dx fyrir ferlana i deemum 1-6.
1 1622 + 25y = 400 4 (22 +y?) = day
2 JVr+,y=38 5 wcosy+ycosz =1

3 cosxy=y 6 Vrt+y+ry==6

I deemum 7-11 skal reikna afleiduna dy/dr med folginni diffrun og nota svo
nidurstéouna til ad skrifa jofnu snertillinu ferilsins { punktinum sem tilgreind-
ur er.
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23 P
8 sinzy=vy; (7/2,1) .
x
9 Piyf=u (-3v31) 1 Fs=5 (L2
12 Notiod félgna diffrun til pess ad syna ad snertillina sporbaugsins
22 P
2!
i punktinum (zg, yo) sé gefinn med jofnunni
Lot Yoy 1
o
13 Finnid jofnu snertillinu gleiobogans
2 2
S
a b?
i punktinum (zg, yo).
14 Jafnan
P —ay+yt=9
lysir sporbaug. Finnid jofnur snertilinanna i punktunum par sem spor-
baugurinn sker z-asinn og synid ad peer séu samsioa.
15 Jafnan
(SL’Q +y2)2 — SL’Q o y2
lysir ferli sem kallast hnappelda (lemniscate). Finnid ba punkta &
hnappeldunni par sem snertilinan er larétt eda l6drétt.

16  Synid ad ferlarnir 22 + 2y* = ¢ og y = kx? séu hornréttir i sérhverjum
skurdpunkti fyrir 61l & og 6ll ¢ > 0.[Minnist pess ad ferlar eru sagdir
hornréttir 1 akveonum skurdpunkti ef snertilinur peirra { peim punkti
eru hornréttar.|

17  Synid ad ferlarnir y? — 22 = ¢ og xy = k séu hornréttir 1 sérhverjum

skurdpunkti fyrir 6ll ¢ og k (¢ # 0, k # 0).
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4.6 Stofnfoll

Skilgreining 4.6.1. Latum S vera sammengi sundurleegra opinna bila { R
og f: S — R vera fall. Vid segjum a0 fall /' : S — R sé stofnfall fallsins f
ef I er diffranlegt 1 S og F'(z) = f(z) fyrir 6ll x ar S.

Dzemi 4.6.2. Fallid R — R;z + sina? er stofnfall fallsins R — R;z
21 cos 2.

Setning 4.6.3. Ldtum f vera fall d opnu bili. Ef F' er stofnfall fallsins f pd
eru 6l onnur stofnféll fallsins f af gerdinni x — F(z) + ¢ med ¢ fasta.

Sénnun. Ef G er stofnfall fallsins f ba gildir (G — F)'(z) = G'(z) — F'(z) =
f(x) — f(x) = 0 fyrir 61l z ar bilinu og par med er G — F' fasti samkveemt
setningu 4.3.6. U

Athugasemd. Oft er sagt ad F(z) + ¢ sé almennt stofnfall fallsins f(x).

Daemi 4.6.4. Fallid . .

f@):m——g

T

er skilgreint & menginu (—oo0,0) U (0,1) U (1, 4+00). Fallid
1 1

F(x)=—-—

r x—1
er stofnfall fallsins f. Almennt stofnfall fallsins f er pvi

—$—i1+cl —o<x <0
— Lt 0<z<l
— L+ l<z<+0

G(z) =

8= 8= 8=

Ef vid viljum finna stofnfall fallsins f sem tekur gildio 1 { punktunum —1,
1/2 og 2 ba tokum vid ¢; = ¢3 = 3/2 og co = —3. Hins vegar er oftast ritad
G(z) = F(z) + ¢ og att vid ad fastinn megi breytast eftir bilum.

Setning 4.6.5. Ldtum u vera diffranlegt fall @ opnu bili I og g vera diffranlegt
fall @ opnu bili sem inniheldur u(I). Pd er

F(z) = g(u(z)) + ¢
almennt stofnfall fallsins

f(@) = o (u)) 22

dz

d bilinu 1.
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Sonnun. Kedjuregla. O

Daemi 4.6.6. Notum setningu 4.6.5 til ad finna stofnfall fallsins f(z) =
3sinz-cosx. Setjum u = sinx ba er ?TZ = cosw og f(z) = 3u?- Z—Z. N er u?
stofnfall fallsins 3u? svo samkveemt setningunni er F(x) = sin® x + ¢ almennt

stofnfall fallsins f(x) = 3sin®x - cos z.

Verkefni 4.6

I deemum 1-7 skal finna almennt stofnfall fyrir viokomandi fall.

1 = 827 — 222 + 4 _ 52 D
fx) =8z 7+ 4 h(z) =2 _E_\/E
1 5 f(x)=6cos3xr — 3sinbx
2 9(55):—? (@)

6 f(x)=sin’x-cosx
3 flz)= V22— /a8 7 f(z) = cos*(3x) sin(3z)
I deemum 8-12 skal finna fall f sem uppfyllir skilyrdin sem tilgreind eru.

8 fl(x)=sinx—2yz, [f(0)=0
/ _ 1 _
10 f'(z) =3cos2x, [f(§)=—-1
2z

V32 + 4

12 fl@)=1+= fQ)=-1, f(-1)=1

11 f(r) = f(2)=3



Kafli 5
Heildun

5.1 Flatarmal

Flatarmal marghyrninga og sveeda { planinu sem eru sammengi endanlega
margra marghyrninga er fundid med pvi ad skipta sveedinu 1 einfaldari flatar-
myndir eins og prihyrninga. Vid setlum hér ad kanna flatarmél floknari svaeda.

Vid segjum ad sveedi D 1 planinu sé takmarkao ef finna ma ferning sem
inniheldur D. Latum D vera takmarkad svaedi 1 planinu og latum R, og Rs
vera sammengi marghyrninga pannig ad

R, C D CR,.

Litum & mismuninn

a(Ry) — a(fy)

(sem er jakveeOur vegna pess ad Ry C Ry). Ef heegt er ad velja Ry og R
pbannig ad pessi mismunur verdi eins litill og vera skal, pb.e.a.s. ef fyrir sérhvert
e > 0 er haegt a0 velja R; og Ry med Ry C D C Ry pannig ad

a(Ry) — a(Ry) < g,

bé segjum vio ad D sé meelanlegt. Ef ekki er til neinn marghyrningur innan {
D ba segjum vid ad D sé meelanlegt ef velja ma marghyrning R med D C R
bannig ad a(R) sé eins litid og vera skal, b.e. ef haegt er fyrir sérhvert ¢ > 0
ad finna marghyrning R bannig ad D C R og a(R) < e.

Hvert er pa flatarmal sveedisins D7 Ef Ry C D C R,, ba gildir sérstaklega
ad Ry C Ry og bar med er a(R;) < a(Ry). Petta gildir um hvada marghyrning

141
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R C D sem er svo ad
sup a(R) < inf a(R).

RCD ~ RDD

Ef D er takmarkad sveedi i planinu pa setjum vid

a(D) =sup a(R) og a(D)= inf a(R).

RCD ROD

Ef ekki er til neinn marghyrningur R C D b4 setjum vid a(D) = 0.

\4

Mynd 5.1:

A mynd 5.1 er afstada pessara talna synd og naesta setning synir hvernig peer
tengjast maelanleika svaedisins D.

Setning 5.1.1. Takmarkad svedi D er meelanlegt pa og pvi adeins ad a(D) =
a(D).

Sonnun. Vid vitum ad a(D) < a(D). Ef R; og Ry eru marghyrningar og
Ry CDCRybaeralR)) <a(D)<a(D) < a(Ry).

Ef D er maelanlegt paA mé annad hvort velja Ry og Ry pannig ad mismun-
urinn a(Ry) — a(R;) verdi eins litill og vera skal, eda velja ma marghyrning
R D D bannig ad a(R) verdi eins litil tala og vera skal. I badum tilfellum
feest bvi ad a(D) = a(D).

Ef a(D) = a(D) og D inniheldur marghyrning, pa purfum vid ad syna
a0 velja megi marghyrninga Ry C D og Ry, 2 D pannig ad mismunurinn
a(Ry)—a(Ry) verdi eins litill og vera skal. Latum € > 0 vera gefio. Samkveemt
skilgreiningu & a(D) og a(D) ba méa velja Ry C D og Ry 2 D bannig ad

0<a(D)—a(R) <

N ™

0og
0< a(Rg) — Q(D) <

NN Q)

En ba er a(R2) —a(R;) < &, og bvi er svaedid D meclanlegt.
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Ef D inniheldur engan marghyrning og a(D) = a(D), ba er

};lirjl% a(R)=a(D) =0
og pvi faest ad fyrir sérhvert € > 0 er til marghyrningur R O D bannig ad
a(R) < e. bvi er sveedid D einnig meelanlegt 1 pessu tilfelli. O

Skilgreining 5.1.2. Ef sveedid D er maelanlegt pa setjum vid

og kollum toluna a(D) flatarmdl D.

Athugasemd. Vid getum reiknad ut flatarmél svaedis D med pvi ad nélga
pbad med flatarmali marghyrnings R O D.

Hafa o6ll takmorkud mengi flatarmal? Litum & eftirfarandi deemi:

Daemi 5.1.3. Setjum
D={(r,y) eR*: 0< 2,y <1oguz,yecQ}

bad er ljost ad D inniheldur enga marghyrninga svo ad a(D) = 0. Einnig er
ljost, ad ef R er marghyrningur og R O D béa gildir ad R O F' par sem

F={(r,y) eR*:0< z,y <1}

og bar med er a(R) > 1. En ba er a(D) > 1, svo a(D) # a(D) og bar med er
D ekki maelanlegt.

Daemi 5.1.4. Hringgeiri er meelanlegt sveedi og flatarmél hans er %rs par
sem r er radius geirans og s er lengd hringbogans (sja mynd (5.2)).

Urlausn. Kollum geirann D. Latum n vera nattarulega télu og skiptum
horninu 1 n jafnstéor horn. Vid drogum sidan n jafnstéra prihyrninga innan
geirans og n jafnstora prihyrninga sem na ut fyrir geirann eins og synt er a
myndinni. Latum d; takna lengd grunnlinu innri prihyrninganna og d, takna
lengd grunnlinu peirra ytri. Heedin { ytri prihyrningunum er r en heedina {
peim innri kéllum vid h.

Grunnlinur innri prihyrninganna mynda brotna linu af lengd nd;. Heegt
er ad syna fram & ad nd; stefni 4 s, lengd hringbogans, pegar n — oo. St
sonnun er pd utan marka pessarar bokar. Vid gongum tut fra pessu sem
gefnum hlut.
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Mynd 5.2: Hringgeiri

Par sem
d;

2
h? + (5) =72 (regla Pypagorasar)

ba sést ad h — r pegar n — oo pvi ad d; — 0 pegar n — oo.

Innri prihyrningarnir mynda marghyrning R; og a(R;) = inhd;. Ytri
prihyrningarnir mynda annan marghyrning R, og a(R,) = %nrdy.

bar ed

h r
di~ d,
ba er d, = rd;/h svo ad a(R,) = nr*d;/(2h) og bar med gildir ad
7,2 _ h2
a(Ry) —a(R;) =n-d; o7 —s5-0=0 pegarn — 0.

bPar sem R; og R, eru marghyrningar og R; € D C R, ba er geirinn D
meelanlegur og
a(D) = lim a(R;) = lim nd;h/2 = 52_7’

n—oo n— o0

Eins og komid hefur fram pé eru til svaedi i planinu sem eru ekki maelanleg.
Vio setjum hér fram an sénnunar nokkrar fullyrdingar um safn meelanlegra
svaeOa og flatarmal peirra.

(i) Ef A er meelanlegt ba er a(A) > 0.
(ii) Ef A og B eru i melanleg ba eru AU B og AN B melanleg og

a(AUB) =a(A) +a(B) —a(ANB).
(iii) Ef A og B eru maelanleg og A C B béa er B \ A malanlegt og
a(B\ A) =a(B) —a(A).
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(iv) Ef A er meelanlegt og ef B er eins og A ba er B malanlegt og a(B) =
a(A).

(v) Ef D er sveedi med eftirfarandi eiginleika: Fyrir sérhvert € > 0 eru til
mealanleg svaedi A og B pannig ad A C D C B og a(A) — a(B) < ¢,
bé er D meelanlegt.

Vid setlum neest ad kanna meelanleika sveedis sem liggur milli ferils jakveeds
falls og x-ass.
Latum f vera fall skilgreint & bili [a, b] pannig ad

0< flx) <M fyrir 6ll = € [a, b]

Setjum
D={(z,y):a<2z<bog0<y< f(x)}

Vid skodum nit marghyrninga innan i og utan um D af dkvedinni gerd. Latum
P =Azg,x1,...,2,}
par sem
a=rg<r1<...<1,=0

vera skiptingu d bilinu [a, b]. Fyrir sérhvert i veljum vid télur m; og M; pannig
a0
m; < f(z) < M; fyrir 6ll = € [z;_1, x;].

Vi latum R; vera sammengi rétthyrninganna med grunna [z;_1, ;] og haedir
m; og Ry sammengi rétthyrninga med somu grunna en haedir M;. Pa er

Ry CDCRy

0g

a(Ry) — a(Ry) Z M;(z; — x-1) Zmz(xz — Ti1)

— Z(MZ- —m) (2 — ;1)

Ef haegt er a0 gera pennan mismun eins litinn og vera skal pa er D meaelanlegt.
Vid sjaum pvi ad ef vid fyrir sérhvert ¢ > 0 getum valid skiptinguna P og M;
og m; pannig ad

M, —m; <e fyrir sérhvert ¢
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a T1 Ty T3 b

Mynd 5.3: Yfir- og undirsumma falls

bé er

n

0 <a(Ry) —a(Ry) =Y (M —m)(x; — 1) Z —2;4) =e(b—a)

i=1

og D er par med maelanlegt. Vid getum pa notad adra hvora summuna

Zmi(%—% 1 ZM Ty — Tj— 1

til ad nalga a(D), en vid munum hér & eftir finna adferd sem nota méa i
morgum tilfellum og sem gefur nakveemt gildi 4 a(D).

Verkefni 5.1

Synid ad mengin { deemum 1-3 séu meaelanleg og hafi flatarmalio 0.

1 Mengi sem samanstendur af einum punkti.
2 Mengi endanlega margra punkta { plani.
3 Mengi endanlega margra linustrika i plani.

4 Latum A vera mengid {1,2,3,4,5} og M vera mengi allra hlutmengja i
A. Fyrir sérhvert S € M, latum vid n(S) takna fjolda staka i S. Synid
ad mengjafallid n uppfyllir fullyrdingar (i),(ii) og (iii) um maclanleg
mengi og flatarmal peirra i grein 5.1 1 kennslubokinni.
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5.2 Heildi

Athuganirnar hér ad framan leida nu til eftirfarandi skilgreininga. Latum f
vera takmarkad fall & bili [a, b], og latum P = {xg, x1,...,2,} bar sem

a=rg<r1<...<1,=0

vera skiptingu & [a, b]. Fyrir sérhvert i latum vid m; og M; vera télur pannig
ad
m; < f(x) < M; fyrir 6ll @ € [x;_1, ;).

Talan

kallast undirsumma fyrir fallio f & bilinu [a, b] svarandi til skiptingarinnar P
og talan

Y = i MZ(I‘Z — ZL‘i_l)
i=1

kallast yfirsumma fyrir fallio f & bilinu [a, b] svarandi til skiptingarinnar P.
Ljost er ad U < Y.

Skilgreining 5.2.1. Takmarkad fall er sagt heildanlegt & [a,b] ef velja ma
skiptingu P og undirsummu U og yfirsummu Y svarandi til P bannig ad
mismunurinn Y — U verdi eins litill og vera skal, p.e.a.s. ef fyrir hvada ¢ > 0
sem er ma velja skiptingu P, undirsummu U og yfirsummu Y, pannig ad
Y -U«<e.

Vio tokum eftir ad pessari skilgreiningu svipar til skilgreiningarinnar &
melanleika. Par er lika samband & milli eins og koma mun { 1jés. Neaesta
nidurstada & sér hlidsteedu 1 kaflanum um meelanleg mengi.

Setning 5.2.2. Ldtum f vera takmarkad fall d [a,b]. Pd er sérhver undir-
summa fyrir f minni en eda jofn hvada yfirsummu sem er. P.e.a.s., ef P’
og P" eru tver skiptingar d [a,b] og ef U’ er undirsumma svarandi til P’ og
Y" er yfirsumma svarandi til P" pd er

U/ < Y//.
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Sonnun. Latum P = {zy',...,x,'} og P" = {z",...,z,"} vera skiptingar

0g
n
z : / / / " § : // // "
= m; (I‘Z — Ti—1 ) og Y M T T )
i=1

vera undir- og yfirsummur sem svara til be1rra. Gerum fyrst rad fyrir ad
m; > 0 fyrir 6ll i. Pa er f(z) > 0 fyrir sérhvert x & bilinu [a, b] og bvi er
M; > 0 fyrir 6ll 5. Ef vid latum
D={(z,y):a<x<bog0<y<f(x)}

béa sjaum vid eins og { umrsedunni um flatarmal hér ad framan ad U’ er
flatarmal marghyrnings R’ innan i D og Y er flatarméal marghyrnings R”
utan um D. Par sem R’ C R" paer U <Y”.

Almennt, pa veljum vid t6lu o pannig ad m;’+« > 0 fyrir 61l ¢, og skodum
fallid g = f 4+ a. Par sem

mi +a< f(r)+a  fyrirdll z € [z, ", 2]
0og
fl@)+a< M"+a  fyriroll z € [z;_1", z;"]

ba getum vid notad roksemdafeersluna ad ofan med g i stad f og m;’ + « og
M;" + « 1 stad m;’ og M;" og vid alyktum ad

n

Z(mi/ + a)(z —xi) < Z(Mj” + o) (z;" — z;.4").

i—1 j=1
bar sem
Z(m/ + Oé)( — Ti— 1 Z mz i — 1’1;1/) -+ Z Oé(ﬂ?i/ — .Tz;ll)
i=1 1=1
= U/ + a(b—a)
og par sem

> (M +a)(z =y ZMJ” —xj-1")
j=1

sést a0 U’ < Y. O
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Ef Y er einhver yfirsumma fyrir f pa er U <Y fyrir hvada undirsummu
U sem er. Mengi undirsumma fyrir f er pvi takmarkad ad ofan og um efri
mork pess gildir ad
supU <Y.

Petta gildir um hvada yfirsummu Y fyrir f sem er svo ad mengi yfirsumma
er takmarkad a0 nedan og
supU < infY.

Toluna sup U kollum vid nedra heildio fyrir f & [a,b] og tdknum hana med
I(f). Téluna inf Y kéllum vid efra heildi f og tdknum bad med I(f). Afstada

bessara téakna sést & mynd (5.4).

\4

T i) v
Mynd 5.4:

Hliosteett vid setningu 5.1.1 fAum vio nu

Setning 5.2.3. Takmarkad fall f d [a,b] er heildanlegt ef og adeins ef
I(f) = 1()-

Sonnun. Soénnunin er apekk sonnuninni & setningu 5.1.1. Ef f er heildanlegt
a [a, b] b4 ma velja undirsummu U og yfirsummu Y (meira ad segja svarandi
til somu skiptingar) pannig ad Y — U verdi eins litil tala og vera skal. Par
sem

U<Lf)<If) <Y

sést ad I(f) = I(f).
Ef hins vegar I(f) = I(f) og ef ¢ > 0 er einhver tala, b4 veljum vid
undirsummu U’ og yfirsummu Y”, sem svara til skiptinga P’ og P” pannig

a0
1(f)-U'<2 o5 Y'-I(H)<z

og par med er Y — U’ < e. En vid erum ekki buin. Vid purfum ad finna
undirsummu U og yfirsummu Y svarandi til somu skiptingar P pannig ad
Y — U < e. Vid gerum pad 4 eftirfarandi hatt: Latum P = P'U P”, b.e.a.s.
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P er skiptingin sem samanstendur af ollum skiptipunktum { P’ eda P”. Nu
btum vid til undirsummu U fyrir P pannig ad U = U’. Ef

n
U/ = Z mi/(xi’ — xi—l/)
i=1

og ef [xy_1, x| er skiptibil fyrir P ba er til ¢ pannig ad [xy_1, x| C [2,1/, 2]
Vid setjum my = m;" og latum [ vera fjolda skiptibila { P. Pannig feest ad

! n
U= ka(l‘k — l‘k_l) = Zmi/(l‘i, - xi—ll) =U
=1 =1

A svipadan hatt baum vid til yfirsummu Y svarandi til P pannigad Y = Y”.
PaerY —U <. O

Skilgreining 5.2.4. Ef f er heildanlegt 4 [a, b] b4 er talan I(f) = I(f) kollud
heildio af f & bilinu [a, b] og bessi tala er ymist taknud med

/abf(x)dx, /abfd:p eda bara /abf.

Daemi 5.2.5. Einfold f6ll eins og fastafoll eru heildanleg og heildi peirra eru
audreiknanleg. Pvilatum f(z) = « fyrir 6ll z & [a, b], og setjum m = M = «.
Pa er m(b— a) undirsumma fyrir f og M (b — a) er yfirsumma fyrir f svo ad

alb—a)=m(b—a) <I(f) <I(f) < M(b—a) = a(b—a)

og par med er f heildanlegt og

/abf(x) dz = a(b — a).

Heildid af f & bilinu [a, b] ma finna med pvi ad nalga pad med undir- eda
yfirsummum. Heildid mé lika nalga med svokolludum Riemann-summum. Ef
P er skipting & [a,b] og ef ;" € [z;_1, x;] b4 er summan

S = Z f(@) (i — @i 1)



5.2. HEILDI 151

kollud Riemann-summa eda medalsumma fyrir f svarandi til skiptingarinnar
P & [a,b]. Ef U og Y eru undir- og yfirsumma fyrir f einnig svarandi til P
bé er 1jost ad

U<S<Y.

Med kerfisbundnu vali & punktunum z;” eru bunar til adferdir til ad nalga
heildid & f & [a,b]. En vid munum lika sja ad haegt er { morgum tilfellum
a0 reikna pad nakvemlega it med mjog einféoldum adferdum. Vio munum
komast ad raun um ad heildid er til margra hluta nytsamlegt. Vid byrjum &
pvi ad athuga samband heildis og flatarmals.

Setning 5.2.6. Ef f er heildanlegt d [a,b] og f >0 pd er mengid
D=A(z,y):a<z<bog0<y<f(x)}
meelanlegt og

a(D) = / b f(@) da.

Sonnun. Latum € > 0 og veljum skiptingu & [a, b] og undir- og yfirsummur

U = Zmz(ﬂfz - SL’Z',l) og Y = Z MZ<.§L’Z — .’172;1)
=1 =1

pannig a0 0 <Y — U < e. Vid megum gera rad fyrir pvi ad m; > 0 fyrir
sérhvert ¢, pvi ef einhver m; eru minni en 0 pa setjum vid 0 { stad peirra.
Par sem f > 0 feest pa ny undirsumma sem er ennpé neer Y en sua fyrri. En
eins og kom fram { upphafi kaflans p4 mé 1 pvi tilviki lita & U sem flatarméal
marghyrnings Ry innan 1 D og & Y sem flatarmal marghyrnings R, utan um
D (sbr. mynd (5.3)). Pa er

a(Rg) — a(Rl) =Y -U S E.

Par sem finna mé slika marghyrninga fyrir hvada ¢ > 0 sem er pa er D
meelanlegt. Ennfremur gildir

svo ad




152 KAFLI 5. HEILDUN

En ¢ > 0 getur verid hvada tala sem er svo ad

a(D) = / b f(z) dx.
]

Heildid ma lika nota til ad reikna tt rammal, til ad skilgreina foll (til
deemis In x), til ad skilgreina hluti i edlisfreedi og fleira. Vid munum kynnast
bessu 1 seinni koflum. Naest kemur almenn nidurstada um heildanleg foll.

Setning 5.2.7. Latum f og g vera takmorkud foll a bili [a,b]. Pd gildir
(i) Ef f er heildanlegt d [a,b] og f >0 pd er f:fdx > 0.
(ii) Ef f er heildanlegt d [a,b] og ¢ er tala pd er fallio cf heildanlegt d

[a,b] og
b b
/ (cf)d:c:c/ fdz.
(iii) Ef f og g eru heildanleg d [a,b] pd er f + g heildanlegt d [a,b] og

/ab(erg)dx:/abfder/abgdx.

Ennfremur er margfeldio f - g heildanlegt d [a, b].

(iv) Ef f er heildanlegt d [a,b] og ef a < ¢ < b pd er f heildanlegt d |a, c|
0g d [c,b].

(v) Efa<c<b, og f er heildanlegt d [a,c] og d [c,b] pd er f heildanlegt

i [a,b] og b c b
/afda::/afdx+/c fda.

Sonnun. Fullyrdinguna i 1id (i) sénnudum vio 1 setningu 5.2.6.

Sénnun 4 1id (ii). Vid byrjum & tilfellinu ¢ = —1. Latum ¢ > 0 og veljum
skiptingu og undir- og yfirsummur U og Y fyrir f sem svara til hennar og
eru pannig ad Y — U < . Segjum ad

par sem
m; < f(z) < M; ef © € [x;_q, 2]
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Pa er
—M; < —f(x) < —my ef x € [x;_q, 4]

svo ad

n n

U = Z —M;(z; —wiq) ==Y og Y= Z —mi(i = 2ie1) = U

i=1 i=1

eru undirsumma annars vegar og yfirsumma hins vegar fyrir —f. Ennfremur
bé er
Yl—Ulz—U+Y<E.

Petta synir ad — f er heildanlegt & [a, b].
Nu er

b
4@453/—ﬁmgm:—U

0g
b b
US/fd:L’SY svo ad —Yg—/fdxg—U.

bar sem

b b
0<Y—-U<e Déer ‘—/fdx—/—fd:c‘<e.

En e getur verio hvada jakvaeda tala sem vera skal svo ad

Ltfmz—lvmx

Lat na ¢ > 0 og U og Y vera eins og { upphafi. P4 er
em; < cf (x) < cM; ef © € [x;_1,xy).

svo ad

n n

U, = Zcmi(:pi —xi1)=cU og Y= Zch(xl —xi1) =cY

i=1 i=1

eru undirsumma annars vegar og yfirsumma hins vegar fyrir ¢f. Nu er

b b
cU:Ulg/cfdngl:cY og Ug/fdng.
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bParsem V) —U; =c¢Y —cU =c(Y —U) < ce, baer

b b
’/ cfdx—c/ fdx’<c€.

N1 getur ¢ verid hvada jakvaeda tala sem vera skal svo ad

/abcfda::c/abfda:.

Sonnun 4 1id (iii): Latum ¢ > 0 og veljum skiptingar P’ og P” og undir-
og yfirsummur U’, U” og Y', Y” fyrir f annars vegar og g hins vegar pannig
a0

15 £
Y U < S Yy U< £
7 % 2

Latum sidan P vera skiptinguna P’ U P”. Eins og fram kom i sénnun &
setningu 5.2.3 p4 méa finna undirsummur U; og Us fyrir f og ¢ svarandi til P
pannig ad U; = U’ og Uy = U”. Einnig ma finna yfirsummur Y; og Y5 fyrir
f og g bannig ad Y; = Y’ og Y5 = Y”. Segjum ad

n n

Uy 2281‘(%—%—1), UQZZti(xi_xi—l)a

i=1 i=1

Y, :Zsz(xi_xifl)a %:Zﬂ(l’z’—xiq)-
i=1 j

Setjum

n

U=U+U; = Z(Sz +ti)(zi — xio1)

M
Y=Y +Y,= Z(SZ + T5) (@i — xi-1).

i=1
Pa er U undirsumma fyrir f + g, Y er yfirsumma fyrir f + g og
Y —U=Y,+Y,— (U +Us)
— Y// _ U// + Y/ _ U/ (2>

<S4t
2 2 7
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svo ad f + g er heildanlegt. Ennfremur gildir ad

b b

og ad
b
US/(f+g)da:§Y.

Af (1) og (2) ma alykta ad

/abfdx+/abgda:—/ab(f—|—g)d:c

En e getur verid hvada jakveed tala sem er svo ad

/ab(erg)dx:/abfder/abgdx.

Litum pa & margfeldio f - g. Athugum fyrst tilfellid par sem 0 < f < §
0og 0 < g <T. Latum € > 0 og Uy, Us,, Y; og Ys vera eins og ad ofan med
0<s5 <5 <So0g0<t;<T;<T. Setjum

<e.

U= Z Sltz(ZL'Z — xi—l) og Y = Z SZ,I‘Z(ZL‘Z — xi—l)-
i=1
ba feest ad

Y-U= Z(SiTi — siti) (v — @i 1)
i=1

= Z(Ssz = 8iTi + 8T, — siti) (v — 2i-1)
i=1

n

= ZTz‘(Sz‘ —si)(@; —xi1) + Z si(T; — t;)(x; — w5-1)

< TZ(Si — )z — i)+ 58 (T —ti)(x — xi1)
i—1 i—1
€

<T-
2

+5- 2= (T+5)-

DO ™M
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Talan (7'+5) - § getur verid eins litil og vera skal og pvi alyktum vid ad f-g
sé heildanlegt.

Almennt pa veljum vid télu o pannig ad f+a > 0 og g+ a > 0. Pa feest
ad (f +a)(g+ ) er heildanlegt svo ad f-g = (f +a)(g+a) —af —ag—a?
er heildanlegt (f6llin af og ag eru heildanleg samkveemt 1id (ii)).

Sonnun & 1id (iv). Latum ¢ > 0 og veljum skiptingu P og undir- og
yfirsummur U og Y svarandi til P pannig ad Y — U < . Segjum a0

Synum ad f sé heildanlegt & bilinu [a, ¢|. Ef ¢ er einn af skiptipunktunum
segjum ¢ = xy, pa er
P1 = {l’o,.’lﬂ'l,...,l’k}

skipting & [a, ],

U:Zmi(azi—xi,l) og Y = ZM P = Til1).

- U, = Z(MZ —my)(z; — i) < Z(MZ —m)(x; — ) < €.

Ef ¢ er ekki einn af skiptipunktunum pa er til k£ pannig ad x,_; < ¢ < xg.
bPaer P, = {xg,x1,...,25_1,c} skipting & [a, ¢| og

Zm@ Ti — Ti—1) + my(c — Tp-1)

og
ZM i — Li—1 —FMk(C—J?k 1)
eru undir- og yfirsumma fyrir f svarandi til P, og eins og ad ofan er Y; —U; <

€.
Sonnun 4 1id (v). Afing. O
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Fylgisetning 5.2.8. Ef f og g eru heildanleg d [a,b] og ef [ < g pd er

[1was [ o

Ef =M < f < M fest sér i lagi ad |ff f(x)dz| < M(b— a).

Sonnun. Litum & fallio h =g — f = g+ (—1)f. Samkveemt setningunni hér
a0 framan bé er

0< /abh@:) i — /ab(g(a:)+(—1)f(a:) iz
:/b ) de + (— /f
e [ e

[ sumum tilvikum kemur sér vel ad lata [ f(z)dt hafa merkingu. Vid

setjum fccf(x) dt = 0. Einnig getur komid sér vel ad lata f:f(x) dt hafa
merkingu pott a > b. Vid setjum

/abf(xdt: —/baf(xdt

ef a > b og f er heildanlegt & [b, a).
Hvada foll eru heildanleg? Eru t.d. 6ll takmorkud foll heildanleg? Vio
skulum fyrst gera grein fyrir pvi ad svarid vio seinni spurningunni er nei.

Daemi 5.2.9. Setjum

O

() 1 efzel0,1] og x er 6raed
€T) =
0 efz€]0,1] og x er reed.

Pa er f takmarkad fall &4 [0,1]. Ef P = {xg,21,...,2,} er einhver skipting &
[0,1] og ef

m; < f(z) < M; fyrir 6ll z € [z;_1, 2]
ba er m; < 0 og M; > 1, vegna bess ad bilid [x;_1, x;] inniheldur baedi raeda

og Oraeda tolu. Af pessu leidir, ad ef U og Y eru undir- og yfirsumma fyrir f
svarandi til P ba er Y — U > 1. Fallid f er pvi ekki heildanlegt & [0, 1].
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Vikjum pa ad fyrri spurningunni. Vid getum ekki & pessu stigi gefio ein-
falda lysingu & heildanlegum féllum & tilteknu bili [a, b]. En { nsestu tveimur
setningum sjaum vid ad morg pau foll sem vid rekumst a eru heildanleg.

Setning 5.2.10. Ef [ er einhalla d [a,b] pd er f heildanlegt d [a, D]
Sonnun. Vio skulum lita a tilfellid par sem f er einhalla vaxandi. Latum n >
1 vera natturulega tolu og skiptum [a, b] i n jafn 16ng bil; P = {zg, x1,...,2,}

bar sem x; — ;1 = (b—a)/n. Setjum m; = f(x;—1) og M; = f(z;). Par sem
f er vaxandi pa er

m; < f(z) < M; fyrir 6ll = € [z;_1, x;].

Setjum ) )
U= Zmi(xi S = ;L - Z fwiza)
. ) .
Y = ZMi(xi —2i) = ’ ; e Zf(l“i)-
Pa er - h
V=0 =S () = Fa) = 0 10— ().

n n

i=1

(sjd mynd (5.5). Talan Y — U er summan af flatarméalum skyggou rétthyrn-
inganna).  Med bvi ad velja n nogu stort sést ad mismunurinn Y — U verdur
eins litil og vera skal svo a0 f er heildanlegt. O

Med pvi ad nota setningar 5.2.6 og 5.2.7 og prepun feest eftirfarandi nio-
urstada.

Setning 5.2.11. Ef [ er fall d bili [a,b], og ef til er skipting P =
{xo,x1,...,2,} dla,b] pannig ad f er einhalla d hverju skiptibili [x;_1,x;] pd
er [ heildanlegt d [a,b].

Sonnun. Afing, nota setningar 5.2.7 og 5.2.10. O

Vid skulum neest syna ad samfelld foll séu heildanleg.

Setning 5.2.12. Ef [ er samfellt d bilinu [a,b] pd er [ heildanlegt d |a,b].
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a b

Mynd 5.5: Mismunur yfir- og undirsummu

Sénnun. Latum e > 0 vera gefid og latum P = {zg,xy,...,x,} vera skipt-
ingu & [a,b]. A hverju skiptibili [z,_;,2;] ba tekur f minnsta gildi m; og
steersta gildi M;. Vid kéllum P e-skiptingu fyrir f ef M; —m; < e fyrir 6ll 2.
Samkveemt setningu 3.2.1 ba er til e-skipting fyrir f & bilinu [a, b]. Setjum
g1 = ¢/(b—a) og latum P = {zg,x1,...,2,} vera e;-skiptingu & [a,b]. Pa
faest

n

Z Mz(% - !Ei—l) - Zmz(% - %‘—1) = Z(Mz - mz)(% - %‘—1)

< e Z(xl — T 1)

i=1
= 81(b — CL)
= E.

Vid getum ni sett fram medalgildissetningu fyrir heildi.

Setning 5.2.13. Ef f er samfellt fall a bilinu [a,b] pd er til c € [a,b] pannig
ad

/ f(2)dz = f(S)(b - a).



160 KAFLI 5. HEILDUN

A mynd (5.6) er f > 0. Setningin segir ba ad velja megi ¢ bannig ad
flatarmal rétthyrningsins verdi pad sama og flatarmalid milli ferils f og x-
ass.

Mynd 5.6: Medalgildissetning fyrir heildi

Sonnun. Latum m og M vera minnsta og steersta gildi f & bilinu [a, b]. Pa
varpar f bilinu [a, b] & bilid [m, M| og

m< f(z) <M fyrir 61l = € [a, b].

bar sem m(b — a) er undirsumma og M (b — a) er yfirsumma fyrir f ba er

m(b— a) §/ flz)de < M(b— a),

svo ad ,
1
m<—/ f(x)de < M.

“b—a

Nu tekur f 6ll gildi milli m og M svo ad til er ¢ & bilinu [a, b] bannig ad

flo)= = [ fads
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Pa0 er ekki haegt, & pessu stigi a0 gefa teemandi lista yfir heildanleg foll.
Hins vegar getum vid beett vio follum & listann.

Setning 5.2.14. Ef f er takmarkad d lokada bilinu [a,b] og samfellt ¢ opna
bilinu pa er f heildanlegt a [a,b] og heildi f d bilinu |a,b] 6had gildum f ©
endapunktum a og b.

Sonnun. Veljum M b.a. |f(z)| < M fyrir 6ll z ar [a, b] og latum § vera tolu,
0<d< e

Veljum na undir- og yfirsummu Uy, Y fyrir f & bilinu [a,a + d] b.a.
Y1 —U; = 2M6 og eins fyrir bilid [b—4, b]. Par sem f er samfellt & [a+ 9, b—J]
ba er til skipting & pvi bili og undir- og yfirsummur U’ og Y, b.a. Y'—U" < 6.
Ur pessum undir- og yfirsummum mé bua til undir- og yfirsummur U og Y’
fyrir f & bilinu [a,b] b.a. Y —U < 2M6 + 6 + 2M§ = 6(4M + 1).

Steerdina §(4M + 1) méa gera eins litla og vera skal svo ad f er heildanlegt
4 bilinu [a, b].

Athugasemd. Med svipudum adferdum og er audvelt ad sanna ad breyting
4 endanlega morgum fallgildum breytir hvorki heildanleika né heildi.

Til ad beeta enn vio listann purfum vid a skilgreiningu ad halda.

Skilgreining 5.2.15. Fall f & bili [a, b] er sagt samfellt d koflum & bilinu ef
finna méa skiptingu P & [a,b] b.a. f er samfellt & hverju opnu skiptibila P
(sem er bad sama og ad segja ad f sé samfellt { 6llum punktum bilsins [a, b]
nema ef til vill skiptipunktum P).

Med pvi ad nota setningar 5.2.11 og 5.2.14 faest:
Setning 5.2.16. Ef f er takmarkad og samfellt d kéflum d lokada bilinu [a, b]
bad er [ heildanlegt d |a, b].
Verkefni 5.2

1 (a) Latum n vera jakveeda heila tolu og [z] tédkna heiltoluhluta .

Synid ad
/”mde _ n(n—1)(2n—1)
0 6

(b) Finnid 61l @ > 0 pannig ad heildi fallsins [x]? fra 0 til a sé 2(a—1).
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2 Synid ad
2
" —1)(4 1
[ v - n(n—Dn+1)
1 6
3 Reiknio ut heildid )
/ xdx
0
med pvi ad nota skiptinguna P = {0, X - Ev Ev -+, 1}, reikna tilheyrandi
Y og U og lata svo n stefna & éendanlegt.
4 Notid skiptingar af gerdinni P = {0, 1 - E’ 5, -, 1} til a0 akvarda heild-
i0
1
/ z2dx.
0
5 Notid skiptingar af gerdinni P = {0, * i f’L, -, 1} til a0 akvarda heild-
i0
1
/ 23dx
0
6 Latum a # —1 vera raeda tolu og a, b vera rauntolur pannig ad 0 < a <
b. Reiknid heildid
b
/ x%dx
med bvi ad nota skiptingar af gerdinni P = {a, aq, aq®, aq®, ..., b} bar
sem g = (2)1/n.
7 Notio skiptingar af gerdoinni P = {0, X ., 7} til ad akvarda heildio

7n7n7”

s
/ sin x dx
0

Latum a,b og a vera rauntolur. Reiknid heildin { deemum 8 og 9 med pvi
a0 nota vel valdar skiptingar.

8

b b
/ sin(ox)dx 9 / cos(ax)dx
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10 Synid ad runan

n>1

- 1
Ap = T
; vVn?+kn
sé samleitin og akvardid markgildi hennar.

11 Latum f: R — R vera skilgreint med

) = {O 270

Synid ad f sé heildanlegt 4 [—1, 1].

5.3 Tengsl heildunar og diffrunar

Vid fyrstu syn virdast heildun og diffrun vera alls ¢skyldar adgerdir. Pad er
hins vegar samband par & milli. Pessar adgerdir eru i vissum skilningi and-
hverfur hvor annarrar. Pad var eitt af hinum miklu afrekum Isaacs Newton
(1642-1727) ad uppgotva samband beirra adgerda ad finna hallatolu snertilinu
ferils og ad finna flatarmal sveedis milli ferils og x-ass. (Sja setningu 5.3.2.)
Petta sambandi diffrunar og heildunar gefur af sér audvelda leid til ad reikna
ut heildi ymissa falla.

Latum f vera heildanlegt fall & bili [a,b]. Fyrir sérhvert x & bilinu [a, b]
béa er f heildanlegt & bilinu [a, x]. Setjum

F(z) = / o

Vid etlum ad rannsaka fallid F' nanar.

Setning 5.3.1. Fallid F' er samfellt d |a, b].

Sénnun. Latum xq € [a,b]. A mynd (5.7) er synt tilfelli par sem 0 < f < M.
Ef © > xy ba er F(x) — F(x) flatarmal svaedisins milli ferils f og bilsins
[z, z].  Af myndinni sést, ad 0 < F(z) — F(z) < M(x — z0) og ef < xg
ba feest 4 tilsvarandi héatt ad 0 < F(zg) — F(x) < M(xy — ) svo ad

|F(2) = F(wo)| < M |x — o],

og bar med er lim, ., F'(z) = F(xo).
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| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
1 1

a To x

Mynd 5.7:

Almennt, pa veljum vid M pannig ad —M < f(x) < M. DPa feest, ad ef
x > xo pba er —M(x — xy) undirsumma og M (x — x) yfirsumma fyrir f &
(29, x] svo ad

—M(z — xo) S/xf(t)dtSM(x—xo)

og ef x < xg feest 4 sama hétt a0

Mz — ) < / F(#) dt < M(zo — 7).

Nu er .
F(x)—F(xo):/ f(t)dt ef x >z
xo
0g
zo
F(xo)—F(a:):/ ft)ydt  efx<ux
svo ad
|F(x) = F(z0)| < M|z — ]
og bar med er lim,_,,, F'(z) = F(x). O

Nzesta setning fjallar um diffranleika fallsins F'. Huan er oft nefnd Undir-
stodusetning sterdfredigreiningar.

Setning 5.3.2. Ldtum [ vera heildanlegt fall d lokudu bili [a,b] og ldtum F
vera skilgreint eins og ad framan. Ef f er samfellt ¢ punkti xo ur opna bilinu
(a,b) pd er F diffranlegt © xo og F'(xo) = f(x0).
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Sonnun. Vio purfum ad syna fram & ad

lim Flzo + h) = Flzo) = f(xo).

h—0 h

Vid notum skilgreiningu 3.1.10 & markgildi falls. Lat pa k vera gefna natt-
urulega télu. Vio hofum

F(zo + h})L — F(zo) _ % (/jﬁh Flt)dt — /am f#) dt)
_ % / .

zo

Veljum adra nattirulega tolu N bannig ad |f(t) — f(zo)| < 107 ef |t — z¢| <
100V, Ef 0 < h < 107N paer

flzo) —107% < f(t) < f(xmo) +107F fyrir 61l t € [xo, o + ]

Med bvi ad heilda fastafollin f(xg) & 107% og fallid f & bilinu [zg, 2o + h]
feest a0

/ o) 10 < / < / 7 )+ 107

ly) xo o
eda

i) =10 < [ " () dt < () +1070)

o

Eftir deilingu med h feest:

1

zo+h
fla) — 107+ < 5 / F(t)dt < flwo) + 107"

xo
Ef —107" < h < 0 pa foest 4 tilsvarandi hatt ad
xo+h
(f ) =104 2 [ ple)dt = B ) + 107
xo
sem eftir deilingu med h gefur 6jéfnurnar

f(wo) 107" < % / mhf(t) dt < f(we) +107"
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Par med gildir ad

h

ef 0 < |h| <107V, svo ad skilyrdunum { skilgreiningu 3.1.10 er fullnaegt. Par
ned er

f(zo) —107% < < f(xo) +107F

1
lim — (F(zo + h) — F(x0)) = f(xo).
h—0 h

Fallio F er pvi diffranlegt i zg og F'(xo) = f(xo). O
Fylgisetning 5.3.3. Ldtum [ wvera samfellt fall d lokudu bili [a,b], ldtum
c € la,b] og setjum

G(z) = /ﬂ»‘ f@)yde  fyrir 6ll x € [a, b)].

bad er G stofnfall fyrir f d opna bilinu (a,b), med 6drum ordum er G diffr-
anlegt d (a,b) og G'(x) = f(x) fyrir 6ll x € (a,b).

Sonnun. Par sem fallid f er samfellt & bilinu [a,b] b4 er bad heildanlegt &
bilinu [z, ¢] ef © < ¢ og bad er heildanlegt & bilinu [, x] ef x > ¢. Latum F
vera eins og i setningunni hér ad framan. Pa er

ﬂw—mwz/?@ﬁ:F@

svo ad G(z) = F(z) — F(c) og bar med faest samkveemt sidustu setningu ad
G'(x) = F'(z) = f(x) fyrir 6ll = ar (a,b). O

Fylgisetning 5.3.4. Ldtum f og G wvera samfelld foll d lokudu bili [a,b]
bannig ad G sé stofnfall fyrir f d opna bilinu [a,b]. Pd er

/bf(t) dt = G(b) — G(a).
Sonnun. Setjum

Pa er F' samfellt 4 lokada bilinu [a, b] og bad er jafnframt stofnfall fyrir f &
opna bilinu (a, b). Pad er bvi til fasti k£ pannig ad

G(z)=F(x)+k
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fyrir 61l 2 ar opna bilinu (a, b) og bar med einnig fyrir 61l = tr lokada bilinu
la, b] vegna bess ad follin F' og G eru baedi samfelld & lokada bilinu. Med pvi
ad setja x = a sést ad k = G(a) og bar med er G(z) = F(x) + G(a) fyrir 6l
x & [a,b]. Fyrir z = b faest ba

b
/ F(t)dt = F(b) = G(b) — G(a).

0

Til ad reikna ut heildi tiltekins falls f & lokudu bili [a, b] getum vid notad
nalgun med yfir- eda undirsummum. Nidurstadan hér ad ofan getur hins
vegar oft & tidum einfaldad slikt verkefni pvi samkveemt henni naegir ad finna
samfellt fall ' & [a, b] sem er stofnfall fallsins f 4 opna bilinu (a, b). Utkoman

ar heildinu er pa4 mismunurinn a gildum stofnfallsins 1 endapunktum bilsins,
nanar til tekiod talan F'(b) — F'(a).

Dzemi 5.3.5. Heildi marglida. Ef n > 0 baer F(z) = 72" stofnfall fyrir
" svo ad

Med pvi ad nota setningu 5.2.7 ba feest ad ef p(z) = co + 1z + ... + 2" og

ef () = cor + Ga* + ... + ;252" baer

/ p(z) dz = q(b) — qla).

I 7. kafla munum vid reeda nokkrar adferdir til ad akvarda stofnfoll.

Verkefni 5.3

1 Notid undirstédusetningu steerdfraedigreiningarinnar til ad sannreyna
nidurstodur ur deemum 3-9 1 deemakafla 5.2.

Reiknio heildin { deemum 2-5.

w/2 9
2 / (cosx + sinz)dx 3 / Vadz
0

—7/3
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3 L
4 / (1+ 2+ 2°)dx 5 / (xs + sinx)dx
2 0

Finnio afleidur fallanna i deemum 6-9.

z 2-+sinx
6 flo) = [ s - vy 8 —
0
cos x cos tdt

©

fla) = [
7 f(x)=/:2 V= cos(b)dt f(:c):/

-2



Kafli 6
Algeng foll

I pessum kafla verdur fjallad um nokkur algeng foll sem gegna veigamiklu
hlutverki i flestum greinum néattaruvisinda.

6.1 Lygrar og veldisvisisfoll

Setjum R, = {zx € R:z > 0}.
Skilgreining 6.1.1. Fallio

1
ln:R+—>R;x>—>/ ;dt
1

kallast nattiurlegi lygrinn.

Inz Yy =

SHE

1 T

Mynd 6.1: Natturlegi lygrinn

169
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Athugasemd. Samkveemt undirstodusetningu steerdfraedigreiningarinnar,
setningu 5.3.2, er fallio diffranlegt og d(Inx)/dx = 1/x > 0 fyrir 6ll = ar
R,.

Setning 6.1.2. Fyrir oll x og y ur Ry og 6ll r ur Q gildir
(i) In(z - y) = Inz + Iny.

(ii)) In(1/x) = —Inx.

(iii) In(z/y) = Inz — Iny.

(iv) In(z") =rlnz.

Sonnun. (1) Holdum y fostu og diffrum med tilliti til z. P4 feest

d 1 d y 1 d

%ln(:py) = (ry) = - == %lﬂﬁ-

xy dx
bPar med er til fasti C' pannig ad Inzxy = Inz + C. Setjum x = 1 og faum
Iny = C og bviIn(zy) =Inz + Iny.

(i) Vid hofum ad

O=Inl=In(z-(1/z)) =lnz+In(1/z)
svo ad
In(l/z) = —Inx.

(iii) In(z/y) = In(z- (1/y)) =Inz +In(1/y) = Inz — Iny.
(iv) Vid vitum ad d(z")/dz = ra"!. P4 fast

d r—1
% (ln .TT) = e

,
— = —(rlnx).
x” r dx (rinz)
Ut fra pessu getum vid alyktad ad til er fasti C' pannig ad In(z") = rInz+C.
Setjum x = 1 og faum C' = 0. O
Setning 6.1.3.
(i) lim Inz = +o0.

T—+00

(ii) lim Inx = —o0.
x—07F

Sonnun. (1) Fyrir x ar bilinu [1, 2] gildir ad 1/2 < 1/x. Af bvi leidir ad

1 | |
—:/ —dxg/ —dr =1In2
2 1 2 1T
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og bar med In(2") = nln2 > §. Par sem n/2 — +o0o0 pegar n — +oo pa er
ljost ad

lim In2" = 4+o00.
n—-+oo

Nu er

lim 2" = +o00
n—-+o00

og In er stranglega vaxandi fall svo vid getum &lyktad ad

lim Inxz = +oo.

T—>+00
(ii) Vio hofum ad In(1/2") = —In2" — —oo samkvaemt (i) svo vid getum
alyktad ad
lim Inz = —o0.
xz—0*t

O

Athugasemd. Af setningunni leidir a0 myndmengi natturlega lygrans er allt
R.

Skilgreining 6.1.4. Andhverfa natturulega lygrans er taknud med
exp : R — Ry;z — exp(z).

Athugasemd. Ef a € R, og r € Q ba gildir ad Ina” = rlna og pvi a” =
exp(rina). I1josi bessa er edlilegt ad setja fram eftirfarandi skilgreiningu.

Skilgreining 6.1.5. Latum a > 0. Fyrir 6ll x ar R setjum vid
a® = exp(zrlna)

og kollum pessa tolu ,,a 7 veldinu x*. Pannig er a” st tala sem hefur natturlega
lygrann zIna. Fallid
a*:R—=Ry;x—a”
kallast wveldisvisisfallio med grunntélu a.
Athugasemd. Vid vitum a0 fallid In : R, — R er baedi eintaekt og ateekt

svo ad til er ndkvaemlega ein tala, tdknum hana med e, pannig ad Ine = 1.
Um pessa tolu gildir ad

e” =exp(xlne) =expux.

Fallio z — e* = exp x kallast veldisvisisfallid, vid tilgreinum ekki grunntol-
una ef hun er e.
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Ekki er mjog erfitt ad syna fram & ad talan e er 6raed (sja setningu 6.1.19).
Hins vegar er toluvert erfidara ad syna fram & ad talan e er dalgebruleg b.e.a.s.
ekki nullstod 1 neinni margliou med reeda studla.

Setning 6.1.6. Ldtum a € R,. Pd gildir
(i) a*a¥ = a**

) 1
(i) o™ = —

)

)

lim ¢ =400 o0g lim a® =0.
T—r+00 T—r—00

(vi) Ef a <1 pd er fallio x — a® stranglega minnkandi og

lim a* =0 o¢ lim a" = +o0.
T—r+00 T——00
Sonnun. (1) In(a*a?) = xlna+ylna = (x +y)Ina = Ina®"¥ og par med
a®a?¥ = a®¥ vegna pess ad In er einteekt.
(ii)) In((ab)*) = zlna+xInb = Ina®+Inb* = In(a”b") og bvi er (ab)* = a”b”
par sem In er einteekt.
(iii) In(1/a*) = —Ina” = —zIna =Ina™* og par med = = a ™.
(iv) In(a”)Y = yIna® = yxlna = Ina™ og par med (a*)¥ = a™.
(v) Par sem exp : R — R, er andhverfa In : R, — R ba er exp stranglega
vaxandi og
lim expr =+00 og lim expz =0.
T—r+00 T—r—00
Efa > 1Dpaerlna > 0 og fallid x +— zIna er stranglega vaxandi. Ni er a* =
exp(zlna) svo ad fallid x — a” er samskeyting tveggja stranglega vaxandi

falla og bvi einnig stranglega vaxandi. Ljost er ad hT rlna = +00 svo ad
T—+00

lim ¢® = lim exp(zlna) = +oo. Einnig er ljost ad lim zlna = —oo
T—r+00 T—-+00 T—>—00
svo a0 lim «” = lim exp(zlna) = 0.

T—r—00 T—r—00
(vi) Sannad a sama hatt og (v).

Setning 6.1.7. da”/dx =1na-a”*. Sér i lagi gildir ad de®/dx = e*.
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Sonnun. Ina® = zIna. Diffrun bAdum megin gefur

1 da*

a*  dx

og bar med da”/dx =Ina - a®. O

=1Ina

Skilgreining 6.1.8. Latum a € R, a # 1. Andhverfa fallsins
R—Ry;x—a”

kallast lygrinn med grunntolu a og er taknadur med log, : R, — R.

Athugasemdir. (i) Fyrir a og y ar Ry, a # 1 og x ar R gildir
log,y =« Dba og pvi adeins ad y = a”.
(ii) Fyrir @ og b ar Ry \ {1} og = ur R, gildir
log, = = log, b'°®* = log, x - log, b

og pvi

Setning 6.1.9. Fyrir oll a ur R gildir

lim (1 4 az)Y* = e

z—0

Sonnun. (14+ax)V/* = et/z)n1+az) gyo okkur neegir ad syna (vegna samfelldni
exp) a0 (1/z)In(1 + ax) — a, begar © — 0. Nu:

lim In(1 + az) — tim In(1+az)—Inl
z—0 X z—0 X
¢ (1 +ax)
= —1In ax
dx =0
a
= = aq.
I+ax|,_,

Athugasemd. Setninguna ma einnig setja fram med lim (14 a/x)* =e¢

T—r+00
eda lim (1+a/n)" = e
n—+oo
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Setning 6.1.10. Fyrira >0 og b > 0 gildir

(i) lim Iz _,
T—+00 bl‘a
(i) lim — =0.

r—+oo 4T

Sonnun. (i) Ef ¢ >0o0gt>1Dbaer t~1 <te7t Fyrir o > 1 feest pvi
1‘1 € c 1 c
0<1nx:/ —dtg/ =" -2 <D
1t 1 ¢
Af bessu leidir ad

0 _ (lnx)b _ (IL‘C/C)b N :L,cb;a
xe xe &

fyrir 6ll ¢ > 0.
Veljum ¢ = a/(2b) og faum z®*~% = 2792 — 0 pegar x — +00.

(ii) Setjum ¢t = e®. Pa er x = Int og bvi 2°/e® = (Int)?/t*. En t — 400
begar © — 400 svo (ii) leidir af (i). O

Daemi 6.1.11. Synum ad lim+ x*Inz=0ef a>0.
z—0

Urlausn. Setjum t = 1/x. Pa er ljost ad t — +oo begar x — 0% og bar af
leidir
. ) Int
lim z*Inz = lim —— =0
z—0* t——+o00 te

samkveemt setningunni hér ad ofan.

Daemi 6.1.12. Synum ad lim z* = 1.

z—0t

Urlausn. x° = exp(zInx). Par sem exp er samfellt faest

lim 2% = li Inx) = li Inz)=exp0=1.
[lim 2% = lim exp(zlnz) exp(xggrx nz) = exp

Dazemi 6.1.13. Synum ad lim z'/% = 1.

T—r—+00
Urlausn.
. 1o . Inz . Inz
lim 27/ = lim exp|{ — | =exp| lim — ) =exp0=1.
Tr——+00 r——+00 €T r—+oo T

Daemi 6.1.14. Synum ad lirf " =0ef x| < 1.
n—r—+0o0
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Urlausn.
lim |z|" = lim exp(nlnfz|) =0  efIn|z| <0 b.e. ef [z| < 1.
n—-+0o0o n—-+0o0o

Setning 6.1.15. Latum f wvera diffranlegt fall @ opnu bili. Fyrir sérhvert x
ur bilinu par sem f(z) # 0 gildir

d
S f(x)] =

Sonnun. Ef f(x) > 0 ba feest

d d
i f@)) = L pa) =
Ef f(z) <0 ba faest

dx
]

Skilgreining 6.1.16. f'(z)/f(x) kallast lygraafleida fallsins f i punktinum
x.

Daemi 6.1.17. Oft er haegt ad einfalda reikninga med pvi ad nota lygraaf-
leidur. Setningin segir okkur reyndar ad fyrir pau = par sem f(x) # 0 gildir

ad f'(x) = f(x)d(In|f(z)])/dxr og oft & tidum er synu einfaldara ad reikna
d(ln|f(x)])/dz en f'(x), sérstaklega ef f er margfeldi einfaldra falla. Beitum
reglunni til deemis & fallid

flz) = (22 cosz - e”) /(1 + ).

() = £() sn | (o)

2 3
- %% (Inz® + Incosz| + 2* — TIn(1 + 2*))

z?cosz- e (2 sinz , 2827
=T \Z~ + 32 — 1
(1+ %) T COST l+x

( 2cos T rsinz 3r3cosr  28x% cos :c) 8
_ - xe

A+ (+a7 Q+a7 Q1)
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Vio skulum ljuka pessari grein & a0 fjalla litillega um Taylor-marglio-
urfallanna exp og In.
Vid hofum d(e®)/dz = e* fyrir 6ll z svo ad

no o a

- e
T,(e%a) = Z E(x —a)k.
k=0
Vid vitum ad
din(l —z)) -1
dx Cl-x
og ad
1
Tn(E;O) =l4a+---4a™

Pvi faest samkveemt reiknireglum um Taylormarglidu (setn. 4.4.8 (ii) ) a0

x? "
T,In(1-2);0)=—-—2—— —---— —.
(In(1 —2):0) =~z — & A
Ef vid setjum —x 1 stad x, pa faest
2?28 "
Tnl 1 ’0 = _ . _1n .
(420 =z - T+ 5 = (1D

Deemi 6.1.18. Finnid lim (&~ /1
z—0 11’1(1 + Jj‘)

Urlausn. e =1+ x + 2%/2 + Ro(z) og bvi er

e’ —1 1_1+x+x2/2+R2(:p)—1 o
x B x 2

Ennfremur er
In(1+z) =z + Ry(x)

og pvi faum vio

- (e —1)/x—1 _ lim /24 Ry(x)
z—0  In(1 4+ z) =0 x + Ry(x)
 lim 1/2 +Ry(x)/x
z—0 1+R1(ZL‘)/1‘
12 1

1 2
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A0 lokum faum vid pa nidurstéou ad talan e er 6raed.

Setning 6.1.19. Talan e er ored tala.

Sonnun. Latum n > 1 vera natturlega tolu og = vera jakvaeda rauntolu.
Samkveemt leifaformilu Lagrange (setning 4.4.12) er til £ milli 0 og x pannig

ad
g —_ g n+1

Setjum ni x = 1. Pad er einfalt mal ad syna a0 e < 3. Pa faest

(n+1 6_2

og margfoldun med n! gefur

1 " nl 3
<e-nl— QS : (1)
n+1 k:Ok! n+1

Nu er > ) _,n!/k! heil tala. Ef e veeri reed tala pa veeri til n > 3 pannig ad
e - n! veeri heil tala. En ba gefur jafna (1) okkur mismun tveggja heiltalna
sem liggur 4 milli 1/(n+ 1) og 3/(n+ 1). O
Verkefni 6.1

1 Latum f: R — R vera fall sem uppfyllir skilyrdid

flz+y) = f(2)f(y)
fyrir allar rauntolur x og y.

(a) Syniod ad sé f alls stadar diffranlegt pa uppfylli pad diffurjéfnuna

f'(@) = f1(0)f(x).
Alyktid svo 1t fra pvi ad annadhvort sé¢ f nallfallid eda til sé tala
¢ bannig ad f(x) = exp(cx) fyrir 61l x.

(b) Synid ad sé f diffranlegt i 0 ba sé f nullfallid eda ad til sé rauntala
¢ bannig ad f(x) = exp(cx) fyrir 6ll x.
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Latum f : R, — R vera fall sem uppfyllir

flzy) = f(z) + fy)
fyrir allar jakveedar rauntélur x og y.

(a) Synid ad sé f alls stadar diffranlegt pa sé til rauntala ¢ pannig ad
f(z) = cln(z) fyrir 6ll .

(b) Synid ad sé f diffranlegt i 1 ba sé til rauntala ¢ pannig ad f(z) =
cln(z) fyrir 6ll z.

Latum a vera rauntolu. Notid skilgreininguna a afleidu til ad syna ad

lim — ln(l + at) =

t—0 t

Notid pessa nidurstoodu til ad syna ad

lim (1 + ﬁ) = e
T—00 x

Akvardid markgildin i deemum 4-6.

4

lim (1 — 2%)5® iy n2)

3 6 L el N

w0 z—o0 exp(VIn )
1

lim (In—)*

)

aeR

Latum a og b vera jakvaedar rauntolur. Rannsakid hegdun fallsins

f<x):(“”bx);, 740

2
begar ©x — oo, pegar x — —o0 og pegar x — 0.

Synid a0 um allar nattarlegar tolur n > 2 gildi 6jafnan
~1

"1 1
—<Inn< —
;k Zk
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Synid svo ad runan

“ 1
n = — | —Inn, > 1
a <Z k) nn, n>
k=1
sé takmorkud, og loks a0 hun sé samleitin og hafi markgildi a par sem
% < a < 1. Markgildid, a = 0.5772 ..., er nefnt fasti Eulers. Ekki er
vitad hvort fasti Eulers er raed tala eda oraed.
9 Synid ad
! + ! +---+ ! — L In2
e “In
2n+1 2n+3 dn — 1 2
begar n — oo.

6.2 Breidbogafoll, hornafoll og andhverfur
peirra

Helstu hornafollin eru
sinr og cosz,

fyrir 6ll x ar R;
sin x

og tanz = ,
COS T COS T

skilgreind fyriroll x ar R pannig ad = # 7/2 4+ nm med n ar Z;

secr =

1 cos
- og cotx = — ,
sin & sin x

CSCx =

skilgreindfyrir6ll z ar R pannig ad x # nm med n ur Z.

Ur 4. kafla vitum vid ad D (sinz) = cosz og D (cosz) = —sinz. Med
bvi ad nota reiknireglur fyrir afleidur er pvi fljotséd ad D (tanz) = sec® x,
D (cotx) = —csc?z, D(secz) = secx - tanx og D (cscz) = —cscx - cot .

Med diffrun sést einnig ad
/tanxdw = —In|cosz| + C =Iln|secz| + C

0g
/cot:cda: =In|sinz| +C = —In|escz|+ C.
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sin x COS T
N\ / \
N
tanx secx

Mynd 6.2: Hornaféllin

Vid sjaum 1 kafla 7 (deemi 7.5.1) a0

/secxdw =In|———=
an

A samsvarandi hatt getum vid fengid

+ C =Inlsecx + tanz| + C.

/cscxdx = —In|escx + cot x| + C.

Ef vid einskordum sinusfallid vid bilid [—n/2, 7/2] ba feest eintackt fall.
Nénar tiltekid er fallid [—7/2,7/2] — R;z + sinz eintekt. Fallid er
stranglega vaxandi & bilinu, sin(—n/2) = —1 og sin(n/2) = 1 svo ad fall-
10 [—7m/2,7/2] = [—1,1];x + sinz er gagntaekt. Andhverfa bess er taknud
med

arcsin : [—1,1] = [-7/2,7/2].
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Mynd 6.3: sin og arcsin

Samkveemt reglunni um diffrun andhverfu (setningu 4.1.11) feest fyrir
—l<y<1ad

1
(D (sin))(arcsin y)
1
cos(arcsin y)
1
/1 — sin?(arcsin y)
1
1 —y?

D (arcsiny) =

svo ad arcsinx er stofnfall fyrir ﬁ og par med

r 1
arcsin x = dt.
|

(Fallid —== er takmarkad 4 [0, 2] ef 0 < 2 < 1 og & bilinu [z,0] ef ~1 <& <

0). Eins faest a0 fallid [0, 7] — [—1,1]; 2 — cosz er gagnteekt og andhverfa
bess er taknud med

arccos : [—1,1] — [0, 7].

A sama hatt og ad ofan feest ad

D (arccosy) =
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N

-

Mynd 6.4: cos og arccos

Fallio (—7/2,7/2) — R;z + tanx er stranglega vaxandi vegna bess ad
D (tanz) = 1/cos’z > 0. Ennfremur sést ad lim, ,_,ptanz = —oo og
lim, /2 tanz = +o00. Par med er fallid gagnteekt og vid tdknum andhverfu

bess med

arctan : R — (—7/2,7/2)

Mynd 6.5: tan og arctan
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Reiknum ni afleidu arctan.
1

(D (tan))(arctany)
1

sec?(arctany)
1

1 + tan?(arctany)
1

D (arctany) =

A svipadan hatt feest ad fallid (0,7) — R;z ~ cotx er gagntackt. Vid
taknum andhverfu pess med

arccot : R — [0, 7]

Mynd 6.6: cot og arccot

Likt og ad ofan faest ad D (arccot y) = —1/(1 + y?).
Eins og fyrir follin hér ad framan feest ad follin

z) U (I,ﬂ'] — (=00, —1JU[1,400); x > secx

0
[’2 2

0g
m

[_guo> u (0, 2] — (=00, —1]U[1,4+00);x — cscx
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eru gagntaek. Vid taknum andhverfur peirra med

arcsec : (—oo, —1] U [1,4+00) — [0, g) U (=, 7]

T
2
0g

arcesc : (—oo, —1] U [1, +00) — [—g, 0) U (0, g]

Mynd 6.7: sec og arcsec, csc og arccsc

Reiknum nt afleidu arcsec.

1
(D (sec))(arcsec y)
1
~ sec(arcsecy) - tan(arcsec y)

D (arcsecy) =
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Vid vitum ad tan?z = sec’ x — 1 svo ad
tanz = Vsec?x — 1 ef z € [0,7/2)
0g
tanz = —vVsec?x — 1  ef x € (n/2,7).

Ef y € (—o0, —1] bé er arcsecy € (7/2, 7] og bvi

tan(arcsecy) = —\/seCQ(arcsec y)—1=—yy>—1.

Eins feest ad tan(arcsecy) = /y2—1 ef y € [1,+00). Vid faum Dpvi
ad D (arcsecy) = 1/(|y|/y*> —1). A svipadan hatt feest D (arccscy) =

=1/(lyl vy* = 1).

Daemi 6.2.1. 1 9. kafla pessarar bokar verdur fjallad um diffurjéfnur. Flest-
ir lesendur hafa po liklega haft einhver kynni af peim i framhaldsskélum. I
pessu deemi setlum vid ad leysa diffurjéfnuna

y"' = —k%y,

par sem k er fasti sem er ekki 0. Petta er demi um 2. stigs diffurjofnu,
b.e.a.s. 2. afleida 6pekkta fallsins kemur fyrir i jofnunni. Pegar talad er um
ad ,eysa”“ diffurjofnu pa er att vid ad finna oll f6ll sem uppfylla hana. Par
sem (cos(kx))” = —k? cos(kx) og (sin(kx))” = —k?sin(kz) ba eru cos(kz) og
sin(kz) lausnir & diffurjéfnunni. Raunar feest med beinum reikningum ad 611
foll af gerdinni

f(x) = Acos(kz) + Bsin(kx)

par sem A og B eru fastar, uppfylla diffurjéfnuna.

Synum na ad petta séu einu follin.

Gerum rad fyrir ad f sé lausn & diffurjéfnunni. Ef f(z) er af gerdinni
Acos(kz) + Bsin(kx) ba gildir naudsynlega ad f(0) = A og (1/k)f'(0) = B.
Setjum pvi g(z) = f(0) cos(kz)+(1/k) f'(0) sin(kx) og synum ad fallid h(x) =
f(z) — g(z) s¢ null fyrir 61l z. Nu gildir ad h”’(z) = —k?h(z), b.e. fallid h
uppfyllir diffurjéofnuna vegna pess ad badi f og g uppfylla hana. Ennfremur
er h(0) = R/(0) = 0. Litum na & fallid H(z) = (I'(x))* + k% (h(z))*. Vid
sjaum ad H(0) =0+ 0 =0 og

H'(x) = 21" (z)h' (x) + 2K*R/ (z)h(z)
=21 (z) (" (z) + K*h(x))
=2n'(z)-0=0.
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Af bessu leidir ad H (z) = 0 fyrir 61l 2. En bad hefur { for med sér ad h(z) =0
fyrir 6ll  svo ad h er nillfallid. Vid hofum pvi synt ad

(&) = £(0) cos(ka) + % CF(0) -sin(ka)  fyrir 61l 7.

Daemi 6.2.2. Finnio 6ll diffranleg {6l
fR—=R
sem uppfylla jofnuna
f'(t)=f(—=t)  fyriroll t ar R (1)

Urlausn. Bf f er diffranlegt fall sem uppfyllir (1) ba er fallid ¢ — f(—t)
diffranlegt (samskeyting diffranlegra falla) og bar med einnig fallid f’. Diffrun
gefur pvi

fi(t) = =f'(=t) = = f(t).

Vid sjaum bvi ad sérhver lausn & (1) er einnig lausn & diffurjéfnunni
y'=(=1)-y.
Samkveemt deeminu hér ad ofan er sérhver lausn pessarar diffurjofnu af gerd-
inni Acost+ Bsint. Stingum nu f(t) = Acost + Bsint inn i (1) og faum
(Acost+ Bsint) = —Asint + Bcost

= Acos(—t) + Bsin(—t)

= Acost — Bsint.
Af bessu sést ad A = B (t.d. med pvi ad taka t = 0). Vid getum pvi alyktad
ad allar lausnir 4 (1) eru af gerdinni A(cost+sint) par sem A er fasti. A hinn

boginn er fljotséd ad oll slik 61l eru lausnir & (1) svo vid hofum pvi synt ad f
er lausn & (1) ba og pvi adeins a0 til sé fasti A pannig ad f(t) = A(cost+sint).

Vid skulum nu snia okkur ad breidbogafollum. Fallid

et +e’*
2
kallast breidbogakdsinus og er skilgreint fyrir 6ll z ar R. Fallid

coshx =

. et —e "t
sinh z =
2
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kallast breidbogasinus og er skilgreint fyrir 6ll x ar R. Fallid

sinh z et —e "

tanh xz = =
coshx e*+4e®

kallast breidbogatangens og er skilgreint fyrir 6ll x ar R. Fallio

coshx e +e*
cothx = — =
sinh z er —e ¢

kallast breidbogakdtangens og er skilgreint fyrir 6ll x ar R, x # 0. Fallio

I 2
coshx e +e*

sech x =

kallast breidbogasekans og er skilgreint fyrir 61l z ar R. Fallid

1 2
cschx = — =
sinhaz e* —e®

kallast breidbogakdsekans og er skilgreint fyrir 6ll x ar R, x # 0. (Fallrit

breidbogafallanna er ad finna & mynd 6.8 { lok kaflans.)

Setning 6.2.3. Fyrir oll x og y ir R gildir
(i) cosh?z — sinh®*z =1
(ii) 1 — tanh® z = sech® x
(iii) sinh(z + y) = sinhz - coshy + cosh x - sinh y
(iv) cosh(z +y) = coshx - coshy + sinh z - sinh y
)

h(2 1
(v) cosh?y = SORC0) +1

2
(vi) sinh®z = cosh(2z) — 1

Fyrir x # 0 gildir ennfremur
(vii) coth®z — 1 = csch?x.

Sonnun. Byggist & einfoldum reikningum sem eru eftirlatnir lesendum.

O

Athugasemd. Samkveemt (i) sést ad fyrir sérhvert ¢ ur R liggur punkturinn
(cosht,sinh¢) 4 breidboganum sem gefinn er med jofnunni 22 — y*> = 1. Par
ed cosht > 0 fyrir 6ll £ pa sést jafnframt ad punkturinn er & haegri grein
breidbogans (x > 0). Audvelt er ad syna ad sinh : R — R er gagnteekt fall
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svo ef punkturinn (x,y) uppfyllir jéfnuna z? — y?> = 1 og x > 0, ba er til
nakvaemlega eitt ¢ ur R pannig ad sinht = y. En bé feest

=V1+y2= V' 1+ sinh?¢ = cosh t.

Vio faum pvi ad fyrir sérhvern punkt (x,y) & haegri grein breidbogans er til
nékvaemlega eitt ¢ ar R bannig ad (z,y) = (cosht,sinht).
Af bessum eiginleika eru néfn fallanna dregin.

Setning 6.2.4. Eftirfarandi reglur gilda um afleiour breidbogafalla:
(i) D (coshx) = sinh x

(ii) D (sinhx) = coshz
(iii) D (tanh ) = sech® x
(iv) D (cothz) = — csch? x
(v) D(sechx) = —sechx - tanhz
(vi) D (cschz) = —cschz - cothx
Sonnun. Eftirlatin lesendum. O

Athugasemd. Andhverfur breiobogafallanna er haegt ad setja fram med pvi
a0 nota natturulega lygrann. Tékum prji deemi.

(i) Fallid sinh : R — R er gagntaekt og & sér pvi andhverfu sem er taknud
med Arsinh. Setjum y = sinhz = (e — e *)/2. Paer \/1+ y? = coshz =
(e® —e™")/2 og vid faum

y++/1+y?=sinhz + coshz

et —e ™ e 4 e ”
_— «I» = €

2 2
og bvi z = In(y + /1 + y?), b.e.as.

Arsinh : R — R;y — In(y + /1 + 3?).

T

(i) Fallid [0,+00) — [1,+00);x +— coshz er gagntekt og fyrir oll z
ar [0,400) gildir sinhz = +/cosh®’z —1. Setjum y = coshz og faum

y+ y?—1 = coshx + sinhz = €* og bar med = = In(y + /y%2 — 1),

b.e.a.s.
Arcosh : [1,400) = [0, +00);y — In(y + \/y? — 1).
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(iii) tanh : R — (—1,1) er gagnteckt fall. Setjum y = tanz = (e* —
e ) /(e* +e7%) = (*® —1)/(e** + 1) P4 faest (1 +1v)/(1 —y) = € og bar
med z = (1/2)In((1 +y)/(1 —y)). Vio faum pvi

1 1
Artanh : (—=1,1) = R;y— —1In —ty .
2 1—y
Vid ljakum bpessari grein 4 pvi ad finna Taylor-margliour fallanna cosh,
sinh og arctan 1 nulli.
Vio hofum synt ad

ZL‘2 n
Tn(ex;O):1+x+?+---+—'
og par med
(w0 =1-at Dbt (1L
e 0)=1—ox+—+---4+(-1)"—.
2 n!
Af pessu leidir ad
Ty, (coshx; 0) = T2n(%em + %e‘x; 0)
1
=3 (TQH(em; 0) + To,(e™% O))
. 2 . 7 - 220
B 2! 4l (2n)!”
Med diffrun feest (sjé setningu 4.4.8)
) ZL‘3 ‘,L,2n71
Tgn_l(SlnhZE; 0) =T + 5 + e + m
Vid pekkjum formiluna
1 ) . xn-{-l
=l+z+a”+---+2"+ .
1—x 1—x
Med pvi ad setja —a? 1 stad x feest
1 (=)
S 2 4 L -1 n_2n N
e o4 xt 4 (1) e+ e

Af pessu mé sja ad

1

T2n<
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En hér ad framan syndum vid ad D (arctanz) = 1/(1 + 2?) svo samkvaemt
setningu 4.4.8 feest (munid ad arctan(0) = 0):

.’L‘B SUS x2n+1

Tony1(arctanz;0) = x — 5 + = +(=1)"

Verkefni 6.2
1 Sannid setningu 6.2.3.

2 Sannio setningu 6.2.4.

Setjid follin { deemum 3-7 fram sem margliour 1 x og kvadratraetur af marglio-
um i z.

3 sinh(2 Arsinhz), z € R 6 arcsin(cosz),z € [0, 7]
4 tanh(Arsinhz), x € R

5 cos(arcsinz), z € [—1,1] 7 sin(2arctanx),x € R
Finnid afleiour fallanna i deemum 8-16.

8 sinhasinh bz 13 Arcosh(z? +2)

9 sinh(cos8z) 14 J:Artamh(:v2 - 1)

10 sinh?z + cosh?z

11  exp(tanh 2x) 15 exp(1+ Arsinh z)
12 cosh x ‘
a + tanh z 16  Arsinh(cos 3z)

Teiknid ferla fallanna { deemum 17-20.
17 y =tanh3x 19 y=sinh’z

18 1y = cosh2z 20 y = cosh?x

I deemum 21-24 skal finna j—y
T
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21 sinh(z + y) 1 23 x + coshay =3

Y
22  tanh3xy 4 sinhy =1 24 coth(x —y) —3y =06

Akvardid 1 hvada punktum z follin i deemum 25-28 eru diffranleg og finnid
afleidur peirra par sem peer eru til.

25 f(x) = arcsin (1 - 902) 27  f(x) = arctan(z + m)
1+ 22
26  f(x) = arctan(tan®z) 28 f(z) = In(arccos %)

29 Er fallid Arcosh(v/x? + 1) alls stadar diffranlegt?

30 Finnid télu A bannig ad fallid f(x) = sin®(z)In(1 + ) — Asinh®(2/2)
hafi tgildi 1 punktinum 0. Hvort er um ha- eda laggildi ad raeda?

31 Finnio allar lausnir diffurjéfnunnar y” + 9y = 0.

32 Finnio allar peer lausnir diffurjéfnunnar 3” + 4y = 0 sem fullnaegja
skilyrdunum y(0) = 0 og v'(0) = 1.

33 Haegt er ad syna fram & ad lengd diffranlegs ferils y = f(z), = € [a,b]
er gefin med heildinu

b
/ V14 fl(x)%dx.
Finnio oll diffranleg foll f : R — R sem fullneegja jofnunni

/abfu)dx:/abmdx,

fyrir hvada rauntélur a og b sem er.
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sinh « cosh x
tanh x sech x
cothzx csch x

N

Mynd 6.8: Breidbogafollin



Kafli 7
Frekari heildun

7.1 Hlutheildun

Vid sdum 1 umfjollun um tengsl diffrunar og heildunar ad ef reikna a heildi
tiltekins falls pa er stofnfall fallsins gott hjalpartaeki. Vid skulum pvi athuga
nokkrar adferdir til ad dkvarda stofnfoll. Ef f er samfellt fall & opnu bili 7
og ef G er stofnfall fyrir f pa pydir pad a0 G er diffranlegt 4 I og G' = f.
Sérhvert annad stofnfall er pa af gerdinni G + C' par sem C er fasti. Ef til
deemis ¢ er punktur ar bilinu I og F er fallid & I sem skilgreint er med

0= [ s

baer F =G+ C; , bar sem C; = —G(c). Otiltekid stofnfall G fyrir f & I

taknum vid med
/f(:z:) dr eda med /fda:

pbannig er t.d.
/:c2 dz =12’ +C
0g
/sinxd:p = —cosx +C

Ymsar reglur diffurreiknings gefa formulur fyrir stofnfoll. Par sem (aF +
bG) = aF’ + bG' b4 er

/(af(:c) —l—bg(az))d:c:a/f(a:) d:c+b/g(:c) do +

193
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Litum & regluna um diffrun margfeldis tveggja falla:

(f9) = flg+ fd

Pessa reglu ma lika orda pannig ad fg sé stofnfall fyrir f'g + f¢’ og par med
er

/ (f'g+ fg)de=fg+C (1)

Vid umritum vinstri hlio
/ (f'g + fg) de = / Fgde+ / fg d

bad er
fg+C:/f’gdx+/fg'dx

svo vi0 fdum
/f’gd:c = fg— /fg’d:c (2)

Athugid ad hér purfum vio ekki ad nota fastann C' |, hann er innbyggdur i
[ fq dx .

Formulan (2) kallast hlutheildunarformilan. Pegar vid notum hlutheild-
unarformiluna til ad akvarda gefid heildi purfum vio ad patta fallid undir
heildismerkinu i tvo peetti, f og ¢g. Vid reynum a0 velja pessa paetti pannig
ad audvelt s¢ ad finna stofnfall f” og pannig ad einfaldara sé ad finna [ f¢' dx
heldur en [ f'gdz.

Naestu deemi syna hvernig akvarda ma stofnfoll med hlutheildun, b.e.a.s.
med pvi ad beita hlutheildunarformulunni.

Daemi 7.1.1. Akvardid /xcosxd:c.

Urlausn. Latum f'(z) = cosx og g(x) = x ba getur f verid fallid f(z) = sinx
og ¢'(z) =1 svo ad

/x-cosxdx:x-sinx—/sinx-1dx (3)

Nu er
/sinxd:c:—cosx—i—C (4)
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svo ad
/x~cosxda:::c~sinx+cosx+0. (5)
Athugid ad C 1 jofnu (5) er ekki endilega pad sama og i jofnu (4). I
badum tilfellum er um einhvern 6tiltekinn fasta ad reeda. Athugid einnig ad
best er a0 velja f sem einfaldast en audvitad hefoum vid lika getad valid t.d.
f(x) =sinz + 1.

Stundum getur purft ad hlutheilda oftar en einu sinni.
Dzemi 7.1.2. Finnid [ 22 - sinz dz.

Urlausn. Vid reynum ad laekka veldid & 2-inu, svo ad vid setjum f’(x) = sinx
og g(xr) = 2% baer f(z) = —cosx og ¢'(x) = 2x, svo ad

/:L’2~sinxd:c = —a%cosx — /(—cosa:) 2z dx

= —x2~cosx+2/x~cosxda:

= —2?cosx + 2xsinz + 2cosz + C.

Daemi 7.1.3. Finnid /em sinz dzx.

Urlausn. Hér parf lika ad hlutheilda tvisvar, en vid faum lausnina med 6drum
heetti en gert var hér ad ofan. Vid setjum f'(z) = e” og g(x) = sinx. Pa er
f(x) =€ og ¢'(x) = cosx svo ad

/exsinxdx:exsinx—/excosxd:p.

Vid beitum hlutheildun til ad reikna nyja heildid. Setjum f’(z) = e* og
g(x) =cosz. Paer f(x) =e€" og ¢'(x) = —sinx svo ad

/ex cosxdr = e* cosx +/e$ sinx dx.
Vid setjum pessa nidurstodu inn i fyrri jofnuna og faum

/emsinxdx:exsinx—excosx—/e”‘“sinxd:c.



196 KAFLI 7. FREKARI HEILDUN

Med bvi ad flytja heildid i heegri hlid jofnunnar yfir { vinstri hlid hennar feest:
Q/exsinxd:c =e'sine —e“cosx + C

svo ad

/ew sinz dr = L(e"sinz — " cosx) + C,
(ekki sama C og fyrir ofan).
Daemi 7.1.4. Finnio /lnxdx.

Urlausn. Heér verdum vid ad velja f'(z) = 1 og g(z) = Inz. Paer f(z) ==

og g = ;svo ad
1
/ln:cdx:xlnx—/a:-—da:
x

=axlhhz —a2+C.

Vid skulum neest leida ut hina svokolludu heildisformilu fyrir leifina sem
feest pegar fall er nalgad med Taylor margliou af n-ta stigi.

Setning 7.1.5. Ldatum f wvera fall sem er (n + 1)-sinnum diffranlegt meo
samfelldar afleiour @ opnu bili I og latum a € I. Pd gildir um sérhvert x € I

ad
Zf . 4+ Ra(2)
par sem L
Ro(o) = [ (@00 ©)

Sonnun. Vio sonnum setninguna med prepun eftir n. Ef n = 0 pa stendur

ad N
a +/ f'(t)dt

sem er augljoslega rétt, par sem f’ er samfellt og f er stofnfall fyrir f’.
Gerum bvi rad fyrir pvi a0 setningin sé rétt fyrir eitthvert n og sonnum
hana fyrir n + 1. Samkveemt forsendu gildir ad

Zf V + Ru(x) (7)
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bar sem R,,(z) er eins og (6) segir til um. Vid setlum ad beita hlutheildun a
leifina (6). Faum a0

T

o N O P T )
1 —1 ! n+1 p(n+2)
Ul (x—t)" f (t)dt
svo ad
1 n+1 p(n+1) 1 ! n+1 p(n+2)
Sé betta sett inn i stad R,,(x) i (7) er nidurstadan fengin. O

Dzemi 7.1.6. Ef f(x) = e* ba gildir um 6ll = & bilinu [0, 1] ad

n+1 anrl

< Ralw) < e

(n+1)!

Vegna bess ad 1 < e* < eef z € [0,1]. Naer e < 3 svo ad R,(z) <
3W ef v € [0,1]. Ef n = 12 ba faest ad Ria(x) < 1078 svo ad e =

11920 w1 = 2,71828183 med atta aukastofum (sja aftast i grein 6.1). Med
svipudum adferdum ma reikna ut 6nnur gildi veldisvisafallsins med eins mikilli
nakveemni og krafist er.

Verkefni 7.1

Reiknid 6dkveonu heildin { deemum 1-15.

1 [2*Inzde 5 /x231 dr

|
/ﬂdx
—d:c

4 /3736m dx 7 /:c2 cosz dx
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23 sinx dx 12 / sin® z dx

cos® x dx 13 e™ cos bx dx

10 sin® z dx 1 e™ sin bz dx

11 cos* x dx 15 5% sin 3z dx

©

— — — —
I

—_— — —

16 Gerio grein fyrir pvi ad

s us
2, n—1 2
/ sin" x dx = / sin"?xdr, n>?2
0 0

n

og sannid sidan formulurnar

us

2 2m —12m — 3 1
/ sin?™ x dx = m m A
0

om 2m—2 29

us

2 2 2m — 2 2
/ sin?m 1 g gy = 210 = P
0 2m+12m —1 3

Notid svo formiluna til ad sanna formulu Wallis:

T 224466

2 133557

[Abending:
. f0§ sin®™ x dx _ f0§ sin®™ x dx _ 2m 42

- . - . -
f02 sin?™ ! ¢ dx f02 sin?"t2 p dg 2m+1

7.2 Heildun med innsetningu

Latum g vera diffranlegt fall & opnu bili 7, latum F' vera diffranlegt & opnu
bili J med F’ = f og gerum rad fyrir ad g(x) € J fyrir 6ll x i I. P& leidir af
kedjureglunni ad fallio H(x) = F(g(x)) er diffranlegt &4 I og

H'(z) = f(g(x))g'(x).
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Med 60rum ordum er fallio H = F o g stofnfall fyrir fallid (f o g)g’ svo ad

/ﬂmwmmmm:F@u»+c

Af kedjureglunni leidir pvi eftirfarandi reglu: Til bess ad finna stofnfall fyrir
fallio f(g(z))g'(z) ba akvoroum vid fyrst stofnfall F' fyrir f og skeytum sidan
saman F og g. Til deemis pa er

/sinx2 Qxdr = —cosz® +C

bvi fallid v(z) = sin2? - 2x ma rita v(z) = f(g(z)) - ¢'(z) ef f(t) = sint og
g(z) = 2%, og almennt faest ad

/sin o(x) - ¢'(x) = —cosp(x) + C.
Stundum parf lagfeeringar vid adur en heegt er ad beita pessari adferd.

Daemi 7.2.1. Akvardid /COSZSL’ -sin x dzx.

Urlausn. Vid atlum ad reyna ad skrifa cos?w - sinz = f(g(v)) - ¢'(z). Ef

g(z) = cosz pé er ¢'(x) = —sinz. Vid skrifum pvi cos?z - sinz = — cos? r -

(—sinz) = f(g(x)) - ¢'(x) ef f(t) =1 og g(x) = cosx. Par sem F(t) = 513
er stofnfall fyrir f faest ad

/COSQ(?L‘) ssinzdr = —% cos® z + C.

I deemum af pessari gerd getur verid handheegt ad nota eftirfarandi
skammstafanir:
I formalunni

[ oo @) dz = Fig(o) + ©
setjum vid u 1 stad g(x) og du i stad ¢'(x)dz. Pa stendur
/f(u) du = F(u) + C.

[ deeminu ad ofan kemur petta pannig tt:

u=-cosx, du= —sinxdr
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svo ad
/COSQ(ZL‘)-Sinl‘de‘:/—UQdU— P+ C=1cos’z+C.

Pad sem oft veldur erfidleikum i pessum deemum er dkvoroun a u (p.e. g(x)).
Daemi 7.2.2. Akvardid [ 2%z + 1da.

Urlausn. Vid setlum ad skrifa 22z + 1 = f(g(z))g'(x). Profum u = g(z) =
r+1baerz=u—1svoadz’Vor+1=(u—1)>/uogg(x) =1, og pbar
med er
fu) = (u—1)>*Vu=(u®—2u+1)vu=u"?—2u%* 4 u'?
Ef
F(u) _ %u7/2 . %US/Q + §u3/2
bé er

/1’2\/1’ +1dx = F(g(x))+C

Venjulega eru pessir utreikningar settir fram & sampjoppudu formi:
/xzvx + ldx = /(u —1)*Vudu

(settum w = x + 1 og bar med x = u — 1 og du = dx)

_ /u5/2 o 2u3/2 +u1/2 du

%u7/2 4 W2 +2 2,32 ¢
=Z(z+ 1)7/2 — g(95 + 172+ 2(2 +1)%2 + C.
Formulurnar um heildun med innsetningu gefa okkur eftirfarandi nidur-

stoou:

Setning 7.2.3. Ldtum f vera samfellt fall d bilv J, ldtum g vera diffranlegt
d opnu bili sem inniheldur [a,b] med samfellda afleiou g d |a,b] og gerum rdd
fyrir pvi ad g varpi [a,b] inn 7 J. Pd er

9(b)
/ f(g x)dr = f(u)du

g(a)
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Sonnun. Par sem f(g(x))-g'(x) er samfellt fall & [a, b] ba hefur pad stofnfall,
kollum pad H(x). Latum ennfremur F(z) vera stofnfall fyrir f(z). Pa er
H(z) = F(g(x))+ C svo ad

9(b)
= f(u) du
g(a)
O
Verkefni 7.2
Reiknid heildin i deemum 1-28.
1 /2x(x2+4)gdx 9 /smx—l
227 sec x
10
2 /(xS_l)de /tan x
11 cos T
3 /$3\/3$—1d$ 1—'—51113;
dx
! 12 / —
4 /x(:p—l)§ dz 4sin”x + 9 cos? x
/ dx
13 S
5 V=2 — 22

/ xdx
\/1+x2+ (14 22)3

14

/ dx
V(z+2)(z - 3)

27
e 15 “ 4
3
(z /62%+ 1 T
dx 2
7 / _dr v
sinvz + 1

0 g]

du 17 /L
Vo +1 422 — 4o +5
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1
18 / arcsin x dx 24 / arctan dx
o 1+ a2
19 /arccosxdw 4 T
25 / L
0 \/1+3ZE2
20 /arctanxdz
b 3
x
26 / ] de, 1<a<b
-
21 /Arsinhxd:c ¢
27 [ wsin(2a?)d
22 /Arcoshxda: /0 vsin(227) du
1
23 /Artanhxdw 28 / (1—2)°dz
0

29 Synid ad heildid

us

/5 dz
o l+tan®x

sé 6had tolunni a og reiknid ut gildi pess.

7.3 Innsetning horna- og breidbogafalla

Vid skulum ni lita & tilfelli par sem innsetning horna- og breidbogafalla leidir
til akvorounar stofnfalls. Petta er tilfellid par sem akvarda a stofnfall

/ (1) dt

Vat? 4+ bt + ¢

par sem f(¢) inniheldur lidinn

Athugum tilfellid @ = 1 eda a = —1 (almenna tilfellid er svipad og skyrist
best med deemum). Par sem

2 2
2 bt +c= t+é +c— b
2 2
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b\’ b\?
P4 btte=—(t—=) +c+ (=
2 2

ba sjdum vid med pvi ad setja x = t+g edax =1— g a0 i stad vat? + bt + ¢
faum vio 1i0 af einni af eftirfarandi premur gerdoum

‘/IL'2+042, 1/1‘2—(12, Va2 — 2

0g

Ef vio faum lio af fyrstu gerd pa setjum vid x = asinh u. Pa faest

V2 + o2 = aV/sinh®>u + 1 = eV cosh? u = o cosh u
Ef vid faum lid af annarri gerd pa setjum vio x = « cosh u og faum
Va2 —a? = aVceosh?u — 1 = aVsinh® u = asinhu
og med lid af prioju gerd feest med innsetningunni = = asinu
Va2 — 22 = a1 —sin?u = aVcos? u = acosu
Ef upp kemur lidur af fyrstu gerd mé lika nota innsetninguna x = o tanu og
ef upp kemur lidur af annari gerd ma lika nota © = asecu og x = acosu ef

upp kemur lidur af pridju gerd.
Litum & eitt deemi:

Daemi 7.3.1. Reiknio /\/ 2 + 22 + 3dx.

Urlausn.

/\/mczx
:/\/mdx

(setjum y = x + 1 ba er dy = dx)

:/\/y2+2dy
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(setjum y = v/2sinh u béa er dy = /2 cosh u du)

:2/\/sinh2u+1coshudu
:2/Cosh2udu

= /(Cosh2u+ 1) du

inh 2
:sm2 u+u+C’

= sinhuwcoshu +u -+ C

2
= % 1+ % + Arsinh(y/v?2) + C

SIS
= % + Arsinh(y/v2) + C

_ @+ x22+2:1:+3 + Arsinh((z + 1)/v?2) + C.

Verkefni 7.3

Reiknio Gt 6dkvednu heildin { deemum 1-6.

1 /\/3x2+3x+2dx 4 /v—x2+4x—3dx
2 /\/x2+3x+1dx 5 /\/—18x2—12xda:

3 /\/5x2+5x+1d1’

7.4 Reaed foll og stofnbrot

Reett fall er fall af gerdinni
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bar sem p og g eru margliour. Vid kollum raeda fallid eiginlegt ef stig p < stigq.
Sérhvert reett fall » ma rita sem

p2()
q(x)
bar sem py,ps 0g ¢ eru marglidur og py/q er eiginlegt raett fall.
Daemi 7.4.1. Ritio reeda fallio
24t +r—1

r(z) = 22420+ 2

sem summu af margliou og eiginlegu raeou falli.

r(z) = pi(z) +

Urlausn. Vid deilum nefnara upp i teljara:

T - 1

x2+2x+2‘x3 + 2 4+ - 1

¥ 4+ 222 4+ 2
—x2 —  — 1
-2 - 2r — 2
r + 1

svo ad 1
T
) =Dt ey

Vid vitum a0 sérhverja marglidu ¢(x) ma rita sem
q(x) = c(z —a)™ - (x — a)™
(2 by o)™ - (2 4 b 4 o)™,

par sem annars stigs lidirnir 22 + b;x + ¢; hafa engar rauntolursetur. Med pvi
a0 nota pessa nidurstéou er haegt ad syna fram & ad sérhvert eiginlegt reett
fall megi rita sem summu lida af gerdinni

(r —a)
og lida af gerdinni
Bx +C
(22 4+ bx + )i’
Reed f6ll af pessum geroum kallast stofnbrot. Nu er tiltélulega einfalt ad finna
stofnfoll stofnbrota. Til ad finna stofnfoll eiginlegra reedra falla lidum vio pvi
raedu follin 1 stofnbrot. Vid synum nokkur deemigerd tilfelli.
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4o — 3x — 4
Deemi 7.4.2. Finnid / =

3+ 2?2 — 2
Urlausn. Reeda fallid er eiginlegt svo ad vid getum strax byrjad & ad leysa
nefnarann upp i peetti

3+ 2? =20 =x(2x® + 1 —2)
=z(r—1)(x+2).

Hver lidur kemur fyrir 1 fyrsta veldi svo ad vid getum ritad raeda fallio sem:

4272 —3x —4 A B C

W42 —2c r x—1 x+42

Ef heegri hlio er sett & eitt brotastrik faest:

Az — 1)(z +2) + Bx(x + 2) + Cz(x — 1)
3+ a2 — 2

Til a0 vinstri og haegri hlid séu eins neegir ad teljarar badum megin séu eins:
42° =3z — 4 = A(x — 1)(z +2) + Bx(z + 2) + Cz(z — 1).

R60um haegri hlio eftir veldum af x og berum saman studla:
42 = 3x —4=(A+ B+ C)a* + (A+ 2B — O)z + (—2A).

Ad studlar séu eins badum megin jafngildir pvi a0:

A+B+C=4
A+2B-C=-3
—2A = —4.

Sem gefur: A =2, B=—10g C = 3.

Onnur adferd til ad dkvarda studlana A, B og C er ad setja inn gildi fyrir x
sem gefa einfaldar jofnur (hentar sér i lagi vel ef nefnari pattast { mismunandi
linulega paetti).

42 —=3x — 4 = A(x — 1)(z + 2) + Bz(z + 2) + Cz(z — 1).
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Setjum z = 0 inn badum megin: —4 = —2A svo ad A = 2. Setjum x = 1 inn
badum megin: —3 = 3B svo ad B = —1. Setjum x = —2 inn badum megin:
18 = 6C svo ad C' = 3. Vid getum nu akvardad stofnfallid.

42% — 3z — 4 2 1 3
T T = [ (2 d
/x3+x2—2x . /<:1: x—1+x+2) .
=2ln|z| —Injz —1|+3njz+2|+C

r(z + 2)3
r—1

=1In +C.

I naesta deemi kemur fyrir { nefnara 1. stigs lidur i heerra veldi en 1.

3 _ _
Daemi 7.4.3. Finnié/ * v —1 dzx.

xt — 313 + 322 — 2

Urlausn. Vid byrjum & pvi ad péatta nefnarann:
vt =328+ 32 —r =22 - 322+ 3z - 1) =z(x - 1)%
Reeda fallio ma pa lida 1 stofnbrotin:

x3—4x—1_é+ B n C n D
rz—13 2z -1 (z—-12 (z—1)3

svo vid faum
*—4r—1  A(x—1)°+ Bz(x —1)*+ Cz(z — 1)+ Dz
rv(x—1)3 x(r—1)3 '

R60um eftir veldum & = og berum saman teljara badum megin:
2® —dr —1=(A+B)2* + (-3A—-2B+C)z* + (3BA+ B~ C + D)z — A.
Berum saman studla:

A+B=1
—3A-2B+C=0
3A+B-C+D=-4

—A=-1

Lausnir & pessu jofnuhneppi eru:

A=1 B=0 C=3 D=-4



208 KAFLI 7. FREKARI HEILDUN

Par meo er

/ 3 —dr —1 J / 1+ 3 4 J
T = - — x
xt —3x3 + 32 —x r (z—1)2 (z—-1)

3 2
=1 — .
nlel x—1+(x—1)2+0

Vio skulum nu lita & deemi par sem fyrir kemur 6paettanlegur 2. stigs liour.

7.3
1
Daemi 7.4.4. Finnid /wdx
41
Urlausn. Vid byrjum & pvi ad rita fallid undir heildismerkinu sem summu af
marglidu og eiginlegu raedu falli.

+2 41 BEt+)+1 1
= ="+ —.
zt+1 zt+1 zt+1

Pad er einfalt a0 dkvarda stofnfall fyrri lidarins en 6rdugra ad finna stofnfall
bess sidari. Vid viljum patta z* + 1. Jafnan

2 +1=0

hefur fjorar tvinntalnareetur z = i% + z\% svo ao

= (22 = V22 4+ 1)(2? + V22 4+ 1).
Vid ritum pvi

1 Ar+B N Cx+ D
1l g2 221 221

Setjum upp & eitt brotastrik haegra megin og berum saman lidi:

1= (Az + B)(2® + V22 + 1) + (Cx + D)(2* — V2z + 1).
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Rooum eftir veldum af z :

1=23A+C)+2*(V24+ B —+V2C + D)
+2(A+V2B+C —V2D) + (B + D).

Berum saman studla badum megin:
A+C=0

V2A+ B —V20+ D=0
A+V2B+C —V2D =0

B+D=1.
Lausnirnar eru:
2 2 1
A Y2 o V2 g 5L
4 4 2

svo ad

1 —2x +2 V2x 42
1 dx = dx + dx.
t+1 4(x2 — 22 +1) 42+ 2z + 1)

Litum & fyrri lidinn heegra megin. Vio skrifum hann sem summu tveggja lida
par sem fyrri lidurinn er pannig ad teljari er afleida nefnara.

—V?2 2 2 — /2 1
/ V202 a2V g
4(x2 — 22 +1) 22— V2 +1 22 —2x+1
IDéJveri‘SuraE‘SgildaA:—ﬁ5 og B =1.
2r — /2
x—\/_d:czln‘xQ—\/ﬁx—i—l‘qLC
22 —\2r+1

1 d / 1 d
—_— Qr = — QX
2 — 2 11 (r—Lp+1

2 [
= T
(V2r —1)241

= V2arctan(v2z — 1) + C.
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Par meo er

—V2x 42 1 > o
/4(x2—\/§l‘+1)dx__mlnx Var (1)

1
+ Wi arctan(v2z — 1) 4+ C.

A samsvarandi hatt faest ad

/ V2 + 2 1
i

de = In|2? + 2z +1
x2+\/§x—|—1) 4\/5 (2>

1
+ ——arctan(v2z + 1) + C

2V/2

Utkoman tr deeminu feest nti med pvi ad leggja saman ix‘l og haegri hlidarnar
i(1)og (2).
Athugasemd. Ef finna & stofnfallio

/ ex + f

—dx

azx? +bx +c

par sem nefnarinn er épaettanleg marglioa af 2. stigi pa beitum vid sams
konar adferd og hér ad ofan. Vio skrifum

2 b 1
/ﬂdl’zz‘l/Ldm—l—B/—dm
ar® + br + ¢ ar® + bxr + ¢ ar® + bxr + ¢
Fyrri lidurinn haegra megin er lygri vegna pess ad teljari er diffurkvoti nefnara,
en seinni lidurinn er arctan-lidur.

Verkefni 7.4

Reiknio 6akveonu heildin { deemum 1-13.

/ dx 3 / dx
2 + 3 9 — 22

/xde / dx
4 -
z—3 1 — 8z + 1622
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INNSETNINGIN U = TAN X 211
2
222 dx 10 / dx
?2+x—2 (z + 1)
a /(x3+2x+1)dx ,
2+ 37 + 2 11 / - dz
n (@ —1)(@® — 4)
/ 2 + 6x + 922 2
7+
/ x?’ dx 12 / ZE3 n 1 dx
3 —1
dx dx
9 — 13 - =
/ (22 —1)2 / e2r —4e” + 4
7.5 Heildi sem breyta ma i heildi reedra falla
9
innsetningin u = tan 3

Stofnfalli af gerdinni A ‘
> a;cos'x - sin’ x

> by costx - sin’ x

/r(u) du

par sem 7 er raett fall med innsetningunni

méa breyta i stofnfall af gerdinni

u = tan %:c
Daemi 7.5.1. Finnié/ dx.
cos T
Urlausn. Setjum v = tan %x, ba er x = 2arctanu og dr = 1?32. Ennfremur
bé er
sin £ = L
2 VT +
0g
. 1
Cos § = ———
V1+u?

og par med er
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1 u 1—u?
Cosx:COSQ§—sm2§: 5~ 5 = 5
1+u 1+u 1+u

Pannig faest ad

1 1
= d
/(1—u+1+u) “

14w
—u

1+tan§

1—tan§

= In|secx + tanz| + C.

=In

+C

=In

Vio skulum taka eitt deemi par sem beita parf fleiri en einni innsetningu.

/ A 2
Daemi 7.5.2. F1nn16/ ) —dw

Urlausn.

/\/9—4x2
—dx
T
/\/9—951n costdi

2sint
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(settum x = 2sint svo ad dz = 2 cost)

2
t

3 / st
sin t

:3/1—‘sin2tdt
sint

=3

—dt

1
- —3/sintdt
sint

1
:3/ —dt + 3 cost
s(t— %)

=3In
=3In

=3In

=3In

=3In

=3In

=3In

Verkefni 7.5

_g) +3cost+C
-7
-+ tan

2
1 + tan(
1 — tan(

DO |+ (D[

sec( — (t—g)’—i-?)cost—i-(}'

7T
2

—_ —cott’ +3cost+C
sint

1-— t
G +3cost+C

+3v1 —sin’t+ C

sint

1—+/1—sin’t

sint

1—4/1—(32)2
a:< ) +34/1—(32)2+C

3—V9 —4x2
2z

[SSI1 )

wino

4+ V9 —422+C.

Reiknio 6adkveonu heildin { deemum 1-12.

dx

1 -
sin x

dx

2 —
sin” x

3 / dx
sin®
/ dx

4
cos® x
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5 / 9 / dx
CcoSx +sinx 4+ 2coszx
10 / dx
6 /1+0zcosx 0<a<l (sinz + 2cos x)?
V3 — 2
7 / a>1 T da
1+acos:c T
Va2 +x
8 —dx
251nx—cosx+5 T

7.6 Heildi og flatarmal

Flatarmal sveedis milli tveggja ferla mé finna med heildun.
Latum f og g vera takmorkud foll & bili [a,b] med f(x) < g(z) fyrir 6ll x
a [a,b]. Sveedid milli fallrita f og ¢ er mengid

S=A{(x,y):zefab] og flr)<y<g(@)}

g1
S1

N __—h

Mynd 7.2: Flatarmél sveedis milli tveggja fallrita

Setning 7.6.1. Ef f og g eru heildanleg d [a,b] og ef f < g pd er svedid S
malli fallritanna melanlegt og
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Adur en vid sénnum pessa setningu purfum vid ad syna fram & ad fallrit
heildanlegs falls sé meelanlegt mengi og hafi flatarmaél 0.

Setning 7.6.2. Ldtum f vera heildanlegt fall a [a,b]. Pd er mengid
Iy ={(z, f(x)): x € [a,b]}
meelanlegt og a(l'y) = 0.

Sonnun. Latum e > 0 og veljum skiptingu P & [a,b] og undir- og yfirsummur
U og Y sem svara til P pannigad ¥ — U < e.

a T T2 x3 b
Mynd 7.3: Flatarmal I'¢

Ef

n

U= ZTTLZ(I‘Z — .’172;1) og Y = i Mz(xz — .’172;1)
=1

i=1

pba litum vid 4 marghyrninginn

bar sem R; er rétthyrningurinn

Ry ={(z,y) 1z € [z, 2] og m; <y < M}
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Péa er ljost ad I'y C R og ad

n

a(R) =) a(Ri) =Y (M —mi)(z; —xi1) =Y —U <e.

i=1 i=1
Af bessu leidir ad I'y er meelanlegt mengi og a(I'y) = 0. O

Sonnun d setningu 7.6.1. Athugum fyrst tilfellid par sem f > 0. Latum D,
og Dy takna sveedid milli ferils f og x-ass annars vegar og milli ferils g og
x-ass hins vegar. Samkveemt setningu 5.2.6 pa eru Dy og D, maelanleg. En
ba er Dy \ D; lika meelanlegt og bar med er S = (D, \ D) JI's meelanlegt

0g

a(S) = a(Dy \ D1) +a(l'y)
=a(Dy \ Dy)
= a(Dy) — a(Dy)

= /abg(x)dx—/abf(a:)dx
- [t~ s as

Ef ekki gildir a0 f > 0 pa veljum vid fasta ¢ pannig ad f + ¢ > 0 og setjum
fi = f+cog gy = g+ c. Einnig latum vio

Si={(z,y) v €a,b] og fi(z)<y<aqi(z)}

b4 er S; meelanlegt og
aisi) = [ (1) — fila)) dr
-/ (gla) + e~ (F(2) + ) dr
-/ (gta) - (o) da

bPar sem S er eins og S; (sja mynd 7.2), pba er S maelanlegt og a(S) =
a(Sl). ]
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Verkefni 7.6

Finnio flatarmal svedanna i deemum 1-5.
1,
1 {(@y):ge°+1<y<3+ua}

2 {(z,y):1+x<y<Vbzr}

3 {(ry):—1<z<l,r—-2<y<az®-ua}

4 {(z,y):4-1022<y<2-22%1 -2 <y <2227}
5 {(z,y):—1<z<lsin*zr<y<1+e}

6 Sannreynid formuluna
! ™
/ V1 — 22dx = 5
—1

Med 60rum ordum, gangid ur skugga um ad heildio sé jafnt halfu flat-
arméli einingarhringskifunnar.

7 Reiknid heildid

a+r
2/ \Vr? — (x —a)?dx.

8 Finnid einfalda formﬂh% fyrir flatarmali sporbaugs, b.e.a.s mengis af
gerdinni {(z,y) : z—z + % < 1}, bar sem a > 0 og b > 0. Athugio hvort
formilan er rétt pegar a = b =r.

9 Latum M vera mengid {(s,t) : 0 < s < 2,0 <t < 2}. Synid ad mengid

{/02(1 — cos(Z ; "V (s,t) € M}

hafi nedra mark og akvardid pad.
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7.7 Flatarmalsreikningar i skauthnitum

Stadsetningu punkts { hnitaplaninu er heegt ad lysa med svonefndum skaut-
hnitum. Punkturinn P = (z,y) hefur skauthnitin (r,0) bar sem r =
2?2 + y? er fjarleegd P fra upphafspunkti og 6 er hornio milli jaékveeda hluta
x-ass og hélflinunnar fra upphafspunkti gegnum P reiknad 6fugt vid gang
visanna & klukkunni. Hér er pvi um ad reeda skauthnit tvinntolunnar x + 7y.

P = (z,y)

Mynd 7.4:

Sumum ferlum er haegt ad lysa med einféldum jofnum i skauthnitum.
Raunar hofum vid ekki skilgreint hugtakid ferill ndkveemlega. Lauslega sagt
ba er ferill braut 1 planinu. Deemi um feril er I'y, fallrit falls f sem er skilgreint
a bili I,

Uy =A(, f(2)) -z € 1}

En bad getur purft fleiri en eitt fall til ad lysa ferli. Ef g(z,y) er fall af

tveimur breytisteeroum ba segjum vid ad jafnan g(x,y) lysi ferlinum

v ={(z,y): g(z,y) =0},

ef um sérhvern punkt (zg,yo) € 7 gildir eftirfarandi: Annadhvort er haegt
ad finna fall ¢ skilgreint & bili I sem inniheldur zy pannig ad ef € I pa
er g(z,y) = 0 ba og bvi adeins ad y = ¢(x), eda ba haegt er ad finna fall ¢
skilgreint & bili I sem inniheldur y, pannig ad ef y € I ba er g(z,y) = 0 ba
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og bvi adeins ad z = ¢(y). Sem deemi getum vid tekid einingarhringinn sem
lyst er med jofnunni 2 + y* = 1. Vid setjum g(z,y) = 22 + y*> — 1. Fallid
¢1(x) = /1 — 22 gefur ba efri hluta hringsins en ¢o(z) = —v/1 — 2?2 gefur
nedri hlutann.

I skauthnitum hefur einingarhringurinn jéfnuna » = 1. Jafnan r = 1 +
cos 0 lysir svokolludum hjortungs.

r=14cosf

A
\ J (1,0 \J (2,0)

Mynd 7.5: Hringur og Hjortungur

Pad er einfalt ad lysa halflinum 1 skauthnitum, § = « er jafna hélflinunnar
gegnum () med stefnuhornio o.

Mynd 7.6: Halflina { skauthnitum

Ef [, 8] € [0,27] og [ : [a, ] — Ry er fall; ba getum vid litid 4 mengi
beirra punkta i planinu sem hafa skauthnit (f(#),6). Pa kemur fram ferill
sem gefinn er med jofnunni r = f(6):
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B

Mynd 7.7:

Ferillinn asamt halflinunum 6 = a og 6 = [ afmarka skika i planinu. Vio
aetlum ad finna adferd til ad dkvarda flatarmal slikra skika.

Setning 7.7.1. Ldatum f : o, 8] — Ry vera samfellt fall, par sem f—a < 2.
ba er skikinn S sem afmarkast af ferlinum r = f(0) og hdlflinunum 0 = «
0g 0 = B melanlegur og flatarmadl hans er

B
a8)=4 [ o) as

Sonnun. Fallid f? er samfellt og pvi heildanlegt & [, ]. Fyrir gefid e > 0
getum vid valid skiptingu P og yfir- og undirsummur Y og U fyrir f? sem
svarar til til P pannig ad Y — U < . Segjum ad

=1 =1

par sem
m; < £2(0) < M; ef 0,1 <0<0,.

Par ed f2(0) > 0 ba er M; > 0 fyrir 61l i. Ef m; < 0 fyrir eitt eda fleiri i pa
setjum vid 0 { stad beirra. P4 gildir afram ad m; < f2(0) ef 6 € (6,_1,0;), svo
ad vid erum komin med nyja undirsummu U’ og U < U’ < Y. Vid skulum
bvi gera rad fyrir pvi ad m; > 0 fyrir 6ll ¢ i upphaflegu undirsummunni.
Latum na r; = /m; og R; = /M.
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Mynd 7.8:

Skikinn Sy, sammengi geiranna med radiusa r;, er maelanlegt mengi og
flatarmal hans er

n

=1

i=1

A tilsvarandi hatt sést ad skikinn Sy sem er sammengi geiranna med radiusa
R;, er maclanlegt mengi og

n

a(Sy) = > 1R (0; — 0;_1).

i=1

Ennfremur pé er

Sy C S CSy.
N1 er
a(Sy) —a(Sy) =3 —-U) < 3¢ (1)

og ¢ getur verio hvada jakveeda tala sem er. Vid sjaum pvi ad skikinn S er
meelanlegur og

a(SU) S a(S) S a(Sy). (2)
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En nii eru Y og U yfir-og undirsummur fyrir 2 svo ad

Ug/ﬁfZ(H)dﬁgY,

og par med er
17,
a(Sy) < §/a f(0) do < a(Sy). (3)

Af (1),(2) og (3) leidir ad

a(S) — % /B F2(0) d@’ < le

En e getur verio hvada tala sem er svo ad

B
a(S) = % / £2(6) db.
0

Daemi 7.7.2. Finnum flatarmél hjortungsins S & mynd 7.5 hér ad framan,
sem gefinn er med jofnunni » = 1 4 cos 6.

Urlausn.

o
3

S
—~
n
N~—
I
~
[\
=
e
<>

(14 cos6)*do

o
3

(1+2cosf + cos®0) df

Nﬁ%

o
3

N N~ N~ N

(1+2cosf+ 1+ 1cos26)dd

=]

oo
S

+sinf + % sin 29] zﬂ

I
N —
A

Verkefni 7.7

Teiknid sveedin i deemum 1-6 og reiknid flatarmél peirra:
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1 0<7r <sin30; 4 0<r<0fcost?
0<6<3% 0<0< 7%

2 0<r<2(1+sinb); 5 0<r<4-+sinb;
0<60<2m 0<6<2r

3 0<r<@; 6 0<r<60+sin40;
0<h<im 150<7

Teiknid og finnid flatarméal sveedanna milli ferlanna 1 deemum 7-10.

7 r=cosf 9 r=3cost
r=+/3sinf 7 =1+ cost
8 r=3 10 r=1
r = 2(1+ cos0) r =1+ cosf

7.8 Rummal

Rammal fjolmargra stykkja (ramhluta) er fundid med pvi ad skipta stykkinu
i einfaldari stykki eins og t.d. teninga eda fjorflotunga (pristrenda pyramita).
Pannig faest safn stykkja sem finna mé riammal A.
Vid géngum 1t fra pvi ad haegt sé a0 staekka petta safn einfaldra stykkja
i safn A af hlutmengjum { raminu og sérhverju S i A sé uthlutud tala, sem
er taknud v(5) og kollud rimmadl stykkisins S, pannig ad eftirfarandi fullyro-
ingar séu sannar.
(i) Ef Seri Abaerv(S)>0.
(ii)) Ef S og T erui Abaeru SUT og SNT 1 Aogv(SUT) =
v(S)+v(T)—v(SNT).
(iii) Ef SogT erui Aog S CTbaerT\SiAogv(T\S)=v(T)—v(95),
ogef SeriAogT ereinsog S baerTiAoguv(T)=uv(9).
N kemur nytt atridi, 16gmal Cavalieris. Pad er mun almennara en reglan
sem segir ad eins sveedi hafi sama flatarmal. Latum S vera stykki og L vera
linu. Ef M er plan hornrétt & L péa er sniomengid M N S kallad pversnio
hornrétt a L. Pversnidid M NS er sveedi 1 plani og vid getum pvi athugad
hvort M N S sé maelanlegt. Ef sérhvert pversnid hornrétt & L er meelanlegt
ba kallast S Cavalieri-stykki.
(iv) Logmal Cavalieris. Ef S og T eru tvé Cavalieri-stykki © A, ef L
er gefin lina og ef a(M NS) < a(M NT) fyrir sérhvert plan M
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hornrétt a¢ L pa er v(S) < v(T). Sérstaklega er pvi v(S) = v(T') ef
a(MNS)=a(MNT) fyrir sérhvert plan M hornrétt d L.
(v) Sérhver rétthyrndur kassi er © A og rimmdl hans er margfeldi kant-
lengda.
Kollum stykkir S kapt ef pad fullnegir eftirfarands skilyroi: Ef Py og Py eru
tveir punktar ¢ S pd er allt linustrikio [Py, Py] hlutmengi aof S. (Svedi ©
planinu sem fullnegja pessu skilyrdi eru lika sogd vera kipt). Sem demi um
kiupt stykki md taka kilur eda kassa. Dcemi um stykki sem er ekki kipt er
t.d. bilslanga.
(vi) Kupt stykki eru 7 A.
(vii) Ef S er stykki med peim eiginleika a0 fyrir sérhvert € > 0 er til T 7
A pannig a0 S CT ogv(T) <e pda er S 7 A ogv(S)=0.
(viii) Ef S er stykki med peim eiginleika ad fyrir sérhvert € > 0 eru til R
09T 7 A pannig ad RC S CT ogv(T'\ R) <€ pderSiA.
Par sem reglulegir stvalningar eru kuptir pd eru peir i A og samkvemt l6gmdli
Cavalieris pa er rimmdl peirra flatarmdl botnflatar margfaldad med hed. Til
ad syna fram d ad svo sé€ veljum vid kassa af sému hed og stvalningurinn og
med botn sem hefur sama flatarmdl og botn sivalningsins. Ef tekid er plan
M samsioa botnflétunum pd hafa pversnid sivalningsins og kassans sama
flatarmdl.

_________

Mynd 7.9: Cavalieristykki

Neest skulum vid lita @ Cavalieri-stykki S © A og linu L. Hugsum okkur
ad merktur sé nullpunktur a¢ L og a0 gefin sé stefna d L. Veljum punkta a og
b alL meda<b pannig ad plan hornrétt a L snioi ekki S ef pad sker linuna
utan bilsins.  Fyrir sérhvert x d bilinu [a,b] setjum vid f(x) = a(S N M)
par sem M er plan hornrétt d L gegnum x. Pd gildir, a0 ef a er heildanlegt
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Mynd 7.10:

fall d bilinu [a,b] pd er
b
v(S) = / f(z)dx.

betta md sja d eftirfarandi hdtt. Latum € > 0 vera gefio og veljum skiptingu
P d [a,b] og undir-og yfirsummur U og Y fyrir f pannig ad Y — U < e. Ef

U:Zm,(xl—x,_l) oqg Y:ZMZ(ZL‘Z—I‘Z_l)
=1 i=1

ba litum vid d stykkin Ry og Ry sem fast med pvi ad skeyta saman sivalning-
unum S} og S? med botnflatarmdl m; og M; og hed x; — x; 1. Ry og Ry
eru pa stykki eins og synd eru d¢ myndinni. Samkvemt logmdli Cavalieris pd
er

v(Ry) <v(S5) < v(Ry).
En

09
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a T2 3 Ty b
Mynd 7.11:
sv0 ad
U<v(S)<Y.
bar sem ,
U< / flz)dx <Y

og par sem'Y —U < € pd er

<e.

v(S) — /abf(:c) da

Toluna € md taka eins litla og vera skal og vid dlyktum ad

v(S) = /abf(a:) da.

bessa adferd md nota til ad finna rimmdl snudstykkja . Ldtum f vera
jakveett fall @ bili [a,b]. Vid snidum menginu

D={(z,y):x€lab] og 0<y< [f(z)}
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um r-dsinn. Pd kemur fram svokallad snidstykki S. Ef vid snidum S med
plani M hornrétt d x-ds pd er a(M N S) = 7 f*(x) ef M sker x-dsinn ¢ x og
a<xz<b. Annars er a(M NS)=0. Samkvemt nidurstédunni hér d undan

feest ad ef S er i A og [ er heildanlegt d [a,b] pd er

W(S) = ﬁ/ab £2(2) da.

(Raunar er einfalt ad syna ad ef f er heildanlegt pd er S © A). A svipadan
hatt md syna fram d ad ef 0 < f < g d |a,b] og ef S er snudstykkio sem fram
kemur pegar svedinu milli fallrita f og g og linanna x = a og x = b er sniid
um x-ds pd er

v(S) = / (¢(2) — () da

ef S eriAogeff ogg eru heildanleg.

Til ad finna rimmdl stykkja sem fdst med pvi ad snia svedum i planinu
af tiltekinni gerd um y-ds notum vid adra reglu.

Latum f wvera samfellt fall, skilgreint d bili [a,b] par sem 0 < a < b og
f > 0. Ldatum sioan S vera stykkio sem fest pegar svedinu

{(z.y)ra<a<b og 0<y< f(2)}

er sniuid um y-dsinn. Stykkio S er pa i A og

v(S) = 27 /: +f (z) da.

Synum ad pessi formala sé rétt ef gengio er itfra ad S € A.
Athugum skiptingu P d [a,b]:

a=2g < - <xiqg<x; <---<xy,=0>0

Latum x; vera midpunkt bilsins [x;_1,xz;|. Pd er
2m > i f () (wi — i)
i=1

medalsumma fyrir

27T/bl’f<l’) dzx.



228 KAFLI 7. FREKARI HEILDUN

flx) +

Mynd 7.12:

begar rétthyrningnum med grunn [z;,_1,x;] er sniid um y-ds kemur fram
hélkur (sja mynd (7.13)).
Riammdl holksins er

mak () — ma o f (@) = 2w f ) P g — i)

= 2m f(ap)ai(zi — @ioa).

Sammengi holkanna (peir radast hver inn ¢ annan) er stykki sem hefur rim-
mal sem vikur ekki langt fra rimmadle stykkisins S . En rimmdl sammengis
hélkanna er einmitt

2 Z o f () (zx; — 1)
i=1

sem er medalsumman fyrir

QW/bxf(x)dx

sem vi0 skrifudum niour hér ad framan.
Enn almennari reglu md fda ef tekin eru tvo samfelld foll f og g d [a, ]
med g < f. Ef svedio S, sem fest med pvi ad snia svedinu

{(x,y):a<2<b og g(x)<y< flz)}
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Mynd 7.13: Holkur

um y-ds, er i A pd er

W(8) = 2n [ 2(f(o) - gla) de

Pad er hegt ad syna ad pessi formaiila sé rétt d svipadan hdtt og gert var med
fyrri formiluna.

Daemi 7.8.1. Finnid rammal bilslongu.

Urlausn. Segjum ad bilslangan S hafi radius a + d og ad pvermal pversnids
hennar sé 2d. Half bilslangan kemur fram vid ad sntia sveedinu & mynd 7.14

um y-as svo ad
a+d
V(S):2-27T/ zf(x)drx

—d

bar sem f(x) = +/d? — (z — a)? fyrir x & bilinu [a — d,a + d|. P4 fest ad

a+d
v(S) =4r /_d x\/d? — (x — a)?dz
- 47r/d(u+a)\/d2 —u?du

—d
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N

a—d g a+d

Mynd 7.14: Bilslanga og pversnid hennar

(settum u = x — a svo du = dx)

d d
:47r/ u\/dQ—UQdu—l—llﬂa/ Vd?2 —u? du.
—d —d

Fyrra heildid hefur gildid 0, en pad sidara er halft flatarmal hrings med radius

d, svo ad
v(S) = 4ra - ird® = 2r%ad”.

Vid getum lika fengio slonguna fram med pvi ad snia sveedinu & mynd 7.15
um z-asinn.

Setjum f(z) =a++vd? — 22 og g(x) = a—/d?> — 2% ef x € [—d,d]. Paer

d
= 7T/ davd? — x? dx
—d
= 27%ad?.

Verkefni 7.8

[ demum 1-7 skal finna rimmdl snidstykkjanna sem koma fram pegar vid-
komandi mengjum er sniid um x-ds.



7.8. RUMMAL 231

Mynd 7.15:

1 {(z,y):0<2<1,0<y <V}

4 {(x,y):ngSg,Ogygsinx}
5 {(z,y):0<z<1,Vr<y<1}

6 {(z,y):0<z<
7 {(z,9):0<z<V31<y<Vi—z2}

I demum 8-14 skal finna rimmdl snidstykkjanna sem koma fram pegar
viokomandi mengjum er sniid um y-ds:
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11 {(z,y):0<x <

12 {(z,y):0<x<1,vV3—22<y<5+4uz}
13 {(z,y): 1 <x<2,0<y<Inzx}
14 {(z,y):0<x<1,0<y<arccosz}

15 Gefinn er hringur med radius v og punktur 7 fjarlegd h frd planinu
sem hringurinn liggur 7. Synid ad rdmmdl keilunnar sem hringurinn

og punkturinn dkvarda er %r%rh.

16  Plan (slétta) myndar 45° horn vid botnflit stvalnings og gengur ¢ gegn-
um midstreng botnsins. Radius botnflatarins er r og hed sivalningsins
er sterri eda jofn r. Planid skiptir sivalningnum 7 tvo hluta. Synio ad

2.3

rummdl minni hlutans er 2.

17  Synid ad rummdl kiulu med radius r er %m‘g.

18 Stalningslaga géng med radius v eru borud 7 gegnum midja kilu med
radius R > r. Reiknio riummdl stykkisins sem verdur eftir.

19 Finnio rummdl snudstykkisins sem kemur fram pegar sporbaugnum

22 g
{(:p,y) s + 2 < 1} er sniid um x-ds.

7.9 Oeiginleg heildi

Heildi md utvikka pannig ad pad ndi lika til otakmarkadra bila eda otakmark-
aora falla. Skooum einfalt demsi:

svo ad

b—oo J1 T

Vid ordum petta d pann veg ad oeiginlega heildio floo m% dx sé samleitid med

gildio 1, skrifad
<1
oz
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Almennt ef f er fall skilgreint a@ otakmorkuou bili [a,00), sem er heildanlegt
d [a,b] fyrir 6ll b > a og pannig ad markgildio

b
lim / f(z)dx
b—oo [,
er til pa seqjum vid ad Geiginlega heildid f:o f(x)dr sé samleitid med gildi

b—o0

b
A par sem A = lim / f(x)dx. Vid skrifum petta

/:of(x)da;:A.

Ef markgildio er ekki til pa seqjum vid ad deiginlega heildid sé 6samleitio.

bessi skilgreining er ekki olik skilgreiningunni d samleitni radar, heildin
fab f(x) dx svara til hlutsummanna og [ f(x) dx svarar til summu radarinn-
ar

Ef f er fall skilgreint d bili sem er dtakmarkad ad nedan, seqjum (—oo, b]
ba skrifum vid

/b flz)de=A
ef

lim b f(z)de = A.

Ef fallio f er skilgreint d dllu R og heildanlegt d hverju takmorkuou bili [a, b]
og heildin [ f(x)dx og [ f(x)dx eru samleitin fyrir eitthvad ¢ ¢ R pd
seqjum vid ad ffooo f(x) dx sé samleitio og gildi pess er skilgreint sem

/_Zf(x)d:c:/_;f(a:)d:wr/:of(x)dx_

Ef ¢ er einhver énnur tala pd eru bedi heildin

/ ;f@:) dz og /:Of(x) da

samleitin pd og pvi adeins ad bedi heildin med ¢ i stad ¢ eru samleitin og ef
um samleitni er ad reda pd er

/;f(x)dwr/c/oof(x)dx:/;f(x)dx+/c°°f(x)dx_
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bPetta md leida it med pvi ad skrifa

b b c c
/ f(x)da::k+/ f(z)dx og / f(x)da::—k—i-/ f(z)dx
par sem k = fcc/ f(x)dz. Eftil er ¢ pannig ad annad hvort heildio ffoo f(x)dx

eda fcoo f(x)dx er dsamleitio pd segjum vid ad deiginlega heildid ffooo f(x)dx
sé dsamleitio.

Daemi 7.9.1. Athugum samleitni heildisins

/ e 17l da.

Urlausn. Vid setjum ¢ = 0 og athugum samleitni heildanna

o) 0
/ e ldr  og / el dx.
0 —00
b b
/ el dy = / e Tdx
0 0

= [y

=1—et—>1 begar b — oc.

0 0
/e'xda::/ e’ dx
:/ e rdx
0

=1—-e"—>1 begar a — —o0

Ef b >0 ba er

Ef a < 0 pa er

svo ad baedi heildin eru samleitin. Par med er ffooo e~ 1l dx samleitid og

e 0 e
/ el dz = / e 1l dz + / e tlde =14+1=2.
o —c0 0
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Fyrir heildi jakvedra falla héfum vid samleitniprof likt og fyrir radir:
Setning 7.9.2. Ldtum f > 0 vera skilgreint d bili [a,00) og heildanlegt d
[a,b] fyrir 61l b > a. Pd er deiginlega heildio [ f(x)dx samleitid ef og
adeins ef til er tala M > 0 pannig ad f:f(a:) dx < M fyrir 6ll b > a.

Sonnun. Setjum I(b) = fab f(z) dx fyrir 611 b > a. Par sem f > 0 ba er I(b)
vaxandi fall af b. Ef 6eiginlega heildid er samleitio med gildi A ba er
b
lim I(b) = lim [ f(x)dx=A
b—oo [,

b—oo

svo a0 [(b) < A fyrir 61l b > a. Ef & hinn boginn 1(b) < M fyrir 61l b > a ba
setjum vid

A =sup{l(b) :b>a}.
Ef € > 0 ba ma velja by pannig ad
I(by) > A —e.
En par sem [ er vaxandi pa faest ad
A—e<I(b) <A fyrir 611 b > by

svo ad

lim /bf(:p) dr = A.

b—o0

Likt og fyrir radir hofum vid lika samanburdarprof.

Setning 7.9.3. Ldtum [ og g vera tvé foll skilgreind d bili [a, 00) pannig ad
0 < f <gog pannig ad f og g séu heildanleg d [a,b] fyrir 6llb > a. Pd gildir
ad ef [ g(x)dx er samleitio pd er [ f(x)dx pad lika, og ef seinna heildid
er osamleitio pa er hid fyrra lika dsamleitio.

Setning 7.9.4. Ldtum [ og g vera tvo jakved foll skilgreind d bili [a,o0)
pannig ad f og g séu heildanleg d [a,b] fyrir 6ll b > a. Ef

b eru annad hvort bedi heildin [ f(x)dz og [~ g(x) dz samleitin eda pd
beedi eru dsamleitin.
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Sannanir pessara setninga md byggja upp d svipadan hdtt og sannanir d
tilsvarandi setningum fyrir radir og d sénnuninni d setningu 7.9.2.

Ni er ekki hegt ad beita samanburdarprofi nema d jakved foll. I kafl-
anum um radir skodudum vid maorg prof sem eingongu dttu vio um radir
med jakvedum lidum. Vid innleiddum sidan hugtakio alsamleitin roo til ad
fd niourstéour um almennar radir. Samsvarandi hugtak um deiginlegt heildi
falls [ sem er skilgreint d bili [a,00) er samleitni heiddisins [ |f(x)| d.
Adur en vid fiollum ndnar um petta atridi purfum vid d setningu ad halda
sem vardar heildanleika falls eins og | f|. Su nidurstada hefoi raunar allt eins
att heima 7 kaflanum um heilds.

Setning 7.9.5. Ldatum f vera heildanlegt fall @ bili [a,b]. Pd er fallio |f| lika
heildanlegt d [a,b].

Sonnun. Fallid |f| er skilgreint sem |f| (x) = |f(x)| fyrir 61l 2 € [a,b]. Vid
purfum ad finna yfir- og undirsummur fyrir f pannig ad mismunur peirra
verdi eins litill og vera skal. Vido byrjum & pvi ad velja yfir-og undirsummur

fyrir f.
Latum e > 0, latum P vera skiptingu & [a, b] og latum

U:zn:mi(xi—xil og Y = ZM i — Ti1)
i=1

vera undir-og yfirsummur fyrir f svarandi til P pannig ad Y — U < . Vid
btium til undir- og yfirsummu

= Z m/(xi — Ti— 1 og Y/ Z M — Ti— 1
i=1
fyrir |f| & eftirfarandi hatt:
(i) Ef m; > 0 ba setjum vid m;’ = m; og M;' = M;. Pa er
m; < |f(x)] < M,/ fyrir 6ll © € [z;_1, x;]

0g
(M —m") (2 — 2im1) = (M; — my) (2 — 21). (1)

(i) Ef M; <0 ba setjum vid m;’ = —M; og M;' = —m,. Pa er
m; < |f(x)] < M,/ fyrir 6ll © € [z;_1, x;]

og
(M —mi") (2 — 2im1) = (M; — my) (2 — 21). (2)



7.9. OEIGINLEG HEILDI 237

(iii) Ef m; < 0 < M; ba setjum vid m; = 0 og M;" = max(—m;, M;). Pa
er
mi’ < |f(x)] < M/ fyrir 6ll © € [z;_1, x;]
0og
(Mi/ —my')(xi — xi1) = Mi(w; — 1)
< (M; + |mi]) (i — 1) (3)
Par med eru U’ og Y’ undir- og yfirsumma fyrir |f] og ar (1),(2) og (3) feest
a0
Y -U <Y -Uc<e.
Vio héfum par med sannad ad |f| sé¢ heildanlegt fall & [a, b]. O
Latum ni f vera skilgreint d bili af gerdinni [a,00) og heildanlegt d [a, D]
fyrir 61l b > a. Pd er |f] lika heildanlegt d [a,b] fyrir 61l b > a samkvemt
setningunni hér d undan. Vio seqgjum ad oeiginlega heildid faoo f(x)dx sé al-
samleitid ef deiginlega heildio [ |f(x)| dz er samleitid. Til ad kanna alsam-

leitne getum vid notad setningar 7.9.3 og 7.9.4. Um radir gildir ad alsamleitin
r00 er samleitin. Samsvarandi niourstada fyrir heildi er:

Setning 7.9.6. Ef deiginlega heildio faoo f(x) dx er alsamleitio pd er pad lika
samleitio.

Sénnun. Setjum fi = 3(|f| + f) og fo = 1(|f] — f). Nu gildir um hvada
rauntolu ¢ sem er ad
0 < ([t +1) <[t

svo ad vid fdum

0< fi<|f] og 0L fo<|f| og f=/fi—fa
Par sem baedi f og |f| eru heildanleg & [a, b] fyrir 611 b > a ba gildir hid sama
um f; og fy og samkvaemt setningu 7.9.4 eru deiginlegu heildin faoo fi(x) dx
og faoo fo(x) dz ba samleitin med gildum , segjum A; og A,. En ba faest, ad

b—o0

im [ 1@ e =i [0 - 50 do

b—o0 b—o0

:AI_A27

= lim /b fi(z)dzr — lim /b fo(z) dx
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svo ad Oeiginlega heildid [ f(x) dx er lika samleitid. O

Athugasemd. Samsvarandi skilgreining og nidurstada a lika vid um foll sem
skilgreind eru & bilum af gerdinni (—oo, a| og (—o0, 00).

Daemi 7.9.7. Kannid samleitni 6eiginlega heildisins

o
/ e “rsinxdr.
1

Urlausn. Fallid f(r) = e “zsinz er samfellt og bar med heildanlegt 4 [1,0]
fyrir 611 b > 1. Ennfremur pa er

’e*mx sin x’ = }e*x/Qe*m/Qx sin :E}

< e g2

2

e

x/2

(ze~*/? tekur steersta gildi sitt & bilinu [1,00), 2, {2 = 2 svo ze~*/* < 2 fyrir

oll x.)

< %e‘x/Q fyrir 6ll x > 1.

Par sem oOeiginlega heildid ffLOO e /2

dx er samleitid pa drogum vio pa alykt-
un ad heildio f1+°° e *xsinx dr sé alsamleitio.

Oeiginleg heildi af annarri teqund fdst pegar kénnud eru étakmorkud foll
skilgreind d takmérkudum bilum. Litum d eitt slikt tilfelli: Latum f(z) = —=

N
fyrir x d bilinu (0,1]. Ef0 < <1 pd er

[ s =pvai=2-2¥5

svo ad markgildio

lim /5 @) de

6—0t

er til og jafnt 2. Vid seqjum ad oeiginlega heildid f01+ ﬁ dx sé samleitio med

gildi 2, skrifad
1
1
—dx = 2.
v
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Latum almennt f vera fall skilgreint d hdlfopnu bili (a,b] sem er heildan-
legt d [t,b] fyrir 611t pannig ad a <t < b. Ef markgildio

lim /t b f(z)dw

t—at

er til pd segjum vid ad oeiginlega heildid f:+ f(z) dx sé samleitid, og ef mark-
qildio er A pd seqjum vid ad gildi heildisins sé A, skrifad

/Gif(a:)d:c:A.

Samsvarandi skilgreiningu fyrir hdlfopin bil af gerdinni |a,b) eda opin bil
(a,b) er einfalt ad setja fram.

Daemi 7.9.8. Fyrir hvada gildi & s er 6eiginlega heildid f01+ x® dx samleitio?

1 1 1 s+l
/dex: m—mt+ efS;é—l
. —1Int ef s = —1

Urlausn.

svo ad oOeiginlega heildid er samleitid ef og einungis ef s +1 > 0, pbad er ef
s > —1 (ef s < —1 pa stefnir heildid 4 co).

Um samleitni deiginlegra heilda af pessari gerd mad fd svipadar nidurstoour
og fengust hér a undan um oeiginleg heildi @ otakmérkudum bilum. Pad er
o0 efing ad leida pessar nidurstoour t.

Vid skulum ad lokum lita d eitt demi par sem fyrir koma odeiginleg heildi
af badum geroum.

Daemi 7.9.9. Gerid grein fyrir pvi ad heildid
['(s) :/ e sl dt
o+
sé samleitio fyrir 6ll s > 0.

Urlausn. Vid verdum ad lita 4 heildid sem summu tveggja 6eiginlegra heilda,

1 e’}
/ et hdt og / e 't dt.
o+ 1

(Vid getum raunar sett hvada tolu ¢ > 0 sem er { stad télunnar 1). Par sem
le7tts7 < 571 ef 0 < t < 1 b4 er fyrra heildid samleitid ef s > 0 samkvaemt
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deeminu hér 4 undan. Par sem e “*71 < Mt=2 fyrir 61l s (vegna bess ad
lim e "#" = 0 fyrir 61l u), bar sem M er fasti, hadur s, b4 er seinna heildid

t—o0
samleitid fyrir 6ll s. Pess vegna eru beedi heildin samleitin ef s > 0. Fallio

I'(s) :/ e sl dt
0+

er bvi skilgreint & bilinu (0, 00). Petta fall kallast gammafallio. Pad hefur
medal annars pann eiginleika ad I'(n + 1) = n! fyrir allar nattarlegar télur n.
(Sja deemi 21 1 verkefnakafla 7.9.)

Verkefni 7.9

Akvardid hvort heildin ¢ deemum 1-12 eru samleitin og reiknid it gildi peirra
ef svo er:

oo dr /°° Inzx
1 7 —dx
0 \/ et \/_

.
2 / dx . / Tsinxdx
o (4—ux)2
/4 dx
o (4-—- x)%

y /3 dx 10 (cosx smx) i
i+ (= 1) ’

s
Ix

5 /Olm—”“”dx 11 / el da
.

o

(ME

6 / ——dx 12
o+ sin”x

13 Finnio oll gildi d ¢ sem gera heildio

/°° cx 1 J
— x
s \2?2+1 2x+1

samleitio og retknid 1t heildid fyrir pau gild.

1+:E2
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14  Finnio oll gildi d ¢ sem gera heildio

/°° T 3c d
— T
1 \22242¢ x+1

samleitio, og reiknid ut heildio fyrir pau gildi.

Finnio flatarmal otakmorkuou svedanna 7 demum 15 og 16.

}

15 {(z,9):0<2<1,0<y<

x

V1—x?
22

16 {(z,y):0<z,0<y<ze z}

Akvardid hvort heildin © demum 17-20 eru samleitin.

1 ™
dx 1 Cosx
17 _ 19 d
/0+ 372—'—\/5 /0+ X v

1
2 ] oo
18/ S 20 / e
o+ £ —1 1

21  Synio ad T'(z + 1) = z[(z) fyrir 6ll x > 0 og dlyktio t fra pvi ad ad
C(n+ 1) =n! fyrir allar ndttirlegar tolur n.

7.10 Heildisproéf fyrir radir

Lidina 7 jakvedri minnkandi 60 mda lita a sem fallgildi minnkandi falls, til
demis pd eru lidirnir © rodinni n—12 gildi fallsins f(x) = x% i nattirulequ
tolunum. A slikar radir getum vid beitt heildisprofi:

Setning 7.10.1 (Heildisprof). Ef f er jakvett og minnkandi fall skilgreint
@ bilinu [1,00), pd er rédin

> fn)

n=1

samleitin ef og adeins ef oeiginlega heildid

/100 f(z)dx

er samleitio.
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Sonnun. Audséd er (sbr. mynd 7.16) ad

S fk) < / " fayde < 3 FR)

Af bessum 6jofnum sjaum vid strax ad rodin » | f(n) hefur takmarkadar

1 2 3 nn+l 1 2 3 nn+l
Mynd 7.16:

hlutsummur ef og adeins ef sup, flb f(z) dx < oo. Fullyrdingin er pvi afleiding
af setningum 2.2.11 og 7.9.2. O

Dzemi 7.10.2. Akvardid hvada gildi 4 s gera r6dina > n® samleitna.

Urlausn. Ljost er ad rodin er dsamleitin ef s > 0. Latum nid s < 0 vera
rauntolu og setjum f(z) = x° fyrir 6ll  ar [1,00). Paer f jakveett minnkandi
fall og > n®* =3 f(n). Nu gildir ad

b s
/dex: s—}—%b+1_;11 ef s #£ —1
1 Inbd ef s =—1

svo a0 Oeiginlega heildid er samleitio ef s +1 < 0 en 6samleitid annars. Par
med faest ad rédin Y | n® er samleitin ef s < —1 en 6samleitin fyrir 6nnur gildi
as.

Verkefni 7.10

Kannio samleitni radanna ¢ demum 1-12.
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13

14

15

Z . 7 Z ke
k=1 k=1
| . lnk
> 8 ). 75
k=1 k241 k=1 k2
- 1 . Ink
5 9
; k(lnk)s ; F1-05
- 1 . lnk
10 m—
kZZB k(lnk)(In(Ink)) ; k
St T
i k(lnk)(In(lnk))?2 = n?
[oe) ) o0 1 3
Z ke " 12 Z ( I}{;];)
k=1 k=1

Fyrir hvada gildi d p er rédin

1
Z k(ln k)P

k=2

[e.e]

samleitin?

Fyrir hvada gildi d p og q er rédin

> 1
; kP (In k)

samleitin?

Fyrir hvada gildi d p,q og r er rédin

i 1
; kr(Ink)(In(In &))"

samleitin?



244 KAFLI 7. FREKARI HEILDUN

16 Ldtum f(x) vera jdkveett, stranglega minnkandi og heildanlegt fall d
[0, 00[ og setjum fyrir 6lln > 1

n 1 n+1 [ee]
S - ;f(k) + §/n (@) d:c+/n+1f(a:) dz.

Synid ad
S =5 (0) < 37 (k) < S, + 2 f(n)

00
k=1



Kafli 8
Veldaraodir

Af peim follum sem vid hifum fiallad um eru marglioufollin einna einfoldust,
p.e.a.s. fill eins og f(x) = Ta* — wa® + 2% + 2 eda almennt f(z) = a,a" +
Ap 12" L arx +ag. Studlarnir ao, . . ., a, eru gefnar télur og fallgildin
f(x) eru fundin med pvi ad setja x-gildin inn 7 forskriftina fyrir f. Til demis
gildir um fyrri margliouna hér ad ofan

f(2) :7-24+7T-23+;22+2:120+87r.
Marglioufoll er lika einfalt ad diffra og heilda.

Pegar um er ad reda foll eins og veldisvisisfallio, ndtturlega lygrann og
hornafollin er mdlid ekki eins einfalt. Vid getum reynt ad ndlga follin med
marglioum, metid skekkjuna og pannig ndlgad fallgildin og gefid upp mat d
ndlguninni. En er ekki mogulegt ad gefa einfalda forskrift likt og fyrir marglio-
ur til ad reikna it fallgildin? Svarid vid pvi er ad maérg mikilveg foll er haegt
ad setja fram med svipudum heetti og marglioufollin ef vio leyfum oendanlega
marga 1101 © stad endanlega margra lida eins og pegar um marglioufoll er ad
reda.

Til pess a0 geta fjallad um pessa hluti d skipulegan hdtt purfum vid d nijju
hugtaki ad halda, nefnilega hugtakinu veldardo.

8.1 Veldaradir

R0 af gerdinm
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par sem a,ag,ay,...,ay,... eru gefnar tvinntolur, kallast veldaréd 7 z — a.
Tolurnar a, kallast studlar veldaradarinnar. Veldaréd er pannig skari af
rooum. Hver tvinntala z gefur réo i skaranum. Fyrir gefna veldaréd er pad
ahugavert viofangsefni ad kanna hvada tvinntélur z gefa samleitna r60. Par
er veldarodin sogo samleitin.

Daemi 8.1.1. Rodin
>
n=0

er samleitin fyrir z = 0 en 6samleitin fyrir 61l onnur gildi & z, pvi ef z # 0 pa
er lim,, o [n"2"]| = lim,,_,o |n2|" = +00 svo ad n-ti lidur radarinnar stefnir
ekki & 0 pegar n stefnir & 6endanlegt en pad er naudsynlegt skilyrdi fyrir
samleitni.

Daemi 8.1.2. R6din
2
n=0
er samleitin ef |z| < 1 en 6samleitin ef |z] > 1.

Daemi 8.1.3. Rodin

[e.9] n

z
2
n=0

er samleitin ef z = 0. Ef z # 0 ba beitum vid kvotaprofi (setning 2.3.23) 4

rodina Y (|z[" /n!). P4 sést ad rodin er alsamleitin fyrir 61l z ar C og pbar med
audvitad samleitin fyrir 6ll z ar C.

bessi prju synishorn eru demaigerd fyrir veldaradir. Um peer gildir eftir-
farandi setning:

Setning 8.1.4. Ldatum Y~ a,(z — a)” vera veldaréd. Pd gildir eitt af
prennu.
(i) Rédin er einungis samleitin ef z = a.
(ii) Rodin er alsamleitin fyrir 61l z € C.
(iii) 7%l er tala R > 0 pannig ad rédin er alsamleitin ef |z —al < R
(b.e.a.s. ef z liggur innan hringskifu med midju a og radius R) og
dsamleitin ef |z —a| > R.
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I tilfelli (iii) kallast talan R samleitniradius eda samleitnigeisli velda-
radarinnar og hringurinn med midju a og radius R kallast pa samleitnihringur
hennar. I pessu tilfelli er rodin alsamleitin ef z liggur innan samleitnihrings-
s en osamleitin utan hans. Fyrir tvinntolurnar d sjalfum hringnum, p.e.a.s.
fyrir peer tolur z pannig ad |z — a| = R, er ekki heegt ad segja neitt almennt
um samleitni veldaradarinnar. Med vidsynni talkun d ordinu hringur md lita
a (i) og (i) sem sértilfelli af (ii1): Annars vegar er hringur med radius 0 og
hins vegar er hringur med radius +o0o. I demum 8.1.1, 8.1.2 og 8.1.3 hér ad
framan koma 6l tilfellin fyrir.

Sonnun d setningu 8.1.4. Vid skulum byrja a4 pvi ad sanna ad sé rodin sam-
leitin fyrir einhverja télu zg # a, ba er r60in alsamleitin fyrir 611 z pannig ad
|z —a| < |20 — a| (b.e.a.s. fyrir allar télur z sem eru neer télunni a en talan
20)-
Ef > a,(z0 —a)™ er samleitin ba hlytur n-ti lidur ad stefna & 0 svo finna
ma tolu N bannig, ad |a,(zo — a)|” < 1 fyrir 6ll n > N. Pa feest:

z—a)"

onl = )" = (a0 — a2
2 al
BRI

<" ef n> N,

bar sem ¢ = (|z—a|/|z0 —a]) < 1. Samanburdarprof synir okkur nu ad
> an(z — a)™ er samleitin. Ef rodin er einungis samleitin fyrir z = a pa erum
vio 1 tilfelli (i) og ekkert parf ad sanna. Ef hins vegar rédin er samleitin fyrir
eitthvert z # a péa latum vid R = sup A par sem

A={|z—aq|: Z a,(z — a)"er samleitin}.

Ef R = 400 pé er r6din alsamleitin fyrir 61l z ar C, pvief z er i C, pa4 ma finna
zp Gr A bannig ad |zp — al > |z —a|] og > a,(z0 — a)™ er samleitin. Ef na
0 <R < +4ooogef|z—al <R Dbaer til 2y € C bannig ad, > a,(z0 —a)" er
samleitin og |29 — a|] > |z — a| samkveemt skilgreiningu 4 R. En ba er r6din
> an(z —a)™ alsamleitin samkveemt samanburdarprofi (setning 2.3.5). Ef
hins vegar |z — a| > Rbaer > a,(z — a)" 6samleitin samkveemt skilgreiningu
a R. U

I neestu setningu faum vid adferd til ad dkvarda samleitniradiusinn R.
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Setning 8.1.5. Ldtum ) a,(z — a)" vera veldardo.

(i) Ef

|1/n

lim |a,|"" = +o00

n—oo
bd er r6din einungis samleitin ef z = a (p.e.a.s. samleitniradiusinn
R=0).
(i) Bf
lim |a,|"™ = 0
n—o0

ba er rodin alsamleitin fyrir 6ll z € C (p.e.a.s. samleitniradiusinn
R=+40).
(iii) Ef
lim |a,|"" =8 >0

n—o0

bad er samleitniradiusinn R =1/5.

Sonnun. Til pess ad gera grein fyrir pessu litum vio & markgildio

lim |a,(z — a)"["™ = lim |a,|”" |z —

= |z —al| lim |a,|"".
n—oo
Rotarprofid synir, a0 1 tilfelli (iii) er r60in > a,(z — @)™ samleitin ef |z — a -
S < 1 en osamleitin ef |z —al - S > 1. Par sem vid vitum ad rédin er
alsamleitin innan samleitnihringsins ba hlytur R = 1/S. I tilfelli (i) stefnir
n-ti lidurinn a, (z —a)™ ekki & 0 begar n stefnir & 6endanlegt (nema ef a = z),
en i tilfelli (ii) synir rotarprofid ad rédin er alsamleitin hver svo sem talan z
er. U

Athugasemd. Einnig ma nota kvotaprof til pess ad finna samleitniradiusinn

R.

Latum > a,(z — a)™ vera veldaréd med samleitniradius R. FEins og vid
sdum hér ad framan pd er rédin alsamleitin innan samleitnihringsins, p.e.a.s.
hin er samleitin ef |z —a| < R og dsamleitin ef |z —a| > R. Fyrir z d
sjalfum hringnum, p.e.a.s. ef |z —a| = R, er ekkert heeglt ad segja almennt.
Pad parf ad athuga samleitni sérstaklega hverju sinni. Eftirfarandi demsi
syna nokkur peirra tilfella sem geta komid upp.

Daemi 8.1.6. (i) Rodin ) 2™ hefur samleitniradius 1. Hun er ekki samleit-
in 4 samleitnihringnum vegna pess a0 fyrir |z| = 1 stefnir n-ti lidur radarinnar
ekki 4 0 med vaxandi n.
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(ii) Rotarprof synir ad r6din > (1/n)z" hefur samleitniradius 1. A sam-
leitnihringnum, p.e.a.s. ef |z| = 1, er r6din alls stadar samleitin nema fyrir
z =1, eins og synt verdur fram & hér & eftir.

(iii) Rotarprof synir ad rodin Y (1/n?)2" hefur samleitniradius 1 og saman-
burdarprof synir ad rédin er alsamleitin & samleitnihringnum.

I 2. kafla war litid eitt minnst d skilyrt samleitnar radir. A skilyrt sam-
leitnar radir gdtum vid stundum beitt profi sem vid kélludum vizlradarprof.
bPessu profi var einungis hegt ad beita d rauntéluradir. Til pess ad kanna
samleitni radar d sjdalfum samleitnihringnum etlum vid ad innleida prof sem
d vid um tvinntalnaradir og hefur vizlradarpréfid sem sértilvik. Adur en vid
setjum petta prof fram purfum vid d hjdlparsetningu ad halda.

Hjalparsetning 8.1.7 (Hlutsummuformula Abels). Ldtum (a,) og (b,) vera
tvinntalnarunur og setjum A, => ;_, ax. Pd er

> apby = Abnyr + Y Ap(b — bepr)  fyrir 6lln € N,
k=1 k=1

Sonnun. Vio hofum ad a; = A ogef k> 1 pa er ap = Ay, — Ap_1 svo ad

Zakbk = A1b1 + Z(Ak — Akfl)bk
k=1 k=2
= Aibi+ ) Apbe— > Ay
k=2 k=2
n n—1
= Ay = A
k=1 k=1

= Ak = Abrgr + Anbnia

k=1 k=1
= Z Ak(bk - bk—i—l) + Anbn-l—l
k=1

0

Setning 8.1.8. Latum Y a, vera tvinntalnaréd sem hefur takmarkada hlut-
summurunu og latum (b,) vera minnkandi rauntalnarunu med markgildi 0.
bd er r6din Y a,b, samleitin.
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Sonnun. Latum (s,) tdkna hlutsummurunu radarinnar ) a,b,. Samkveemt
hjalparsetningunni er

Sn =Y kb = Apbpi1 + Y Ap(br — bpp1)
k=1

k=1

par sem A, = Zle a; eins og fyrr. Samkveemt forsendum er til tala M > 0
bannig ad |Ag| < M fyrir 6ll k, svo ad um 6ll n gildir ad

> Ak(br = bper)| < MY (b = br) = M(by — bpgr) < M - by

k=1 k=1
Petta synir ad rodin » | Ag(by — bg11) er alsamleitin og par med samleitin med
summu sem vid kollum C'. Ennfremur pa gildir ad

O S |Anbn+1| S Mbn+1

svo ad
lim A,b,,1 = 0.

n—-+o00

Af pessu leidir ad
lim s, = lim Z aiby,

n—-40o n—-+00
k=1

= nglfoo (Ananrl + kz Ay (b — bk+1)>
=1
=04+C=C
og vid alyktum ad r6din » | a,b, sé samleitin. O

Dzemi 8.1.9. Ef (b,) er minnkandi runa med markgildi 0 og ef z er tvinntala,
|z| =1 en z # 1, ba er rédin ) z"b, samleitin.

Urlausn. Samkveemt setningu 8.1.8 ba naegir ad syna ad rodin > 2" hafi
takmarkadar hlutsummur ef |z| =1 og z # 1. En,

n

>

k=1

2
|z =1

2" —1
z—1

z fyrir 61l n.

’glzl
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Ef r60in Y z"b,, er samleitin pd er hlutsummurunan (s,) samleitin. Par
med eru rauntalnarunurnar (Re s,,) og (Im s,,) einnig samleitnar (sjd umfjoll-
un um tvinntalnarunur 7 2. kafla) og par med eru badar rauntalnaradirnar
> Rez"b, og Y Im z"b, samleitnar. Skrifum z = cos@ + isinf. Pd er

2" = cosnb + isin nd

0g par med eru badar radirnar

Z b, cosnf og Z b,, sin nf

samleitnar ef rodin »_ 2"b, er samleitin og |z| =1 en z # 1, p.e. ef 0 <O <
2. Vio héfum pvi sér i lagi ad radirnar

cos nb sin nf
P e D
eru samleitnar ef s > 0 og 0 < 0 < 27w. Petta er athyglisvert ¢ ljosi pess ad
rédin Y 1/n® er dsamleitin ef 0 < s < 1.
Daemi 8.1.10. Radirnar

i an(z—a)" og i nay(z —a)"
n=1

n=0

hafa sama samleitniradius.

Urlausn. Ojafnan
|an(z — a)|" < |z —al |nay(z — a)" | fyrir n > 1

synir a0 fyrri rodin er alsamleitin fyrir bau z sem gera pa sidari alsamleitna.

Petta synir ad samleitniradius fyrri radarinnar R; er ad minnsta kosti jafn

stor og samleitniradius peirrar sidari, Ry, p.e.a.s. Ry > Ry. Gerum nu rad

fyrir ad |z — a| < Ry og veljum zy pbannig ad |z — a| < |zp — a| < R;. Latum

ennfremur

(= Lzd
|20 — al

N er 160in Y a,(zp — a)" samleitin svo finna ma t6lu N bpannig ad

lan(z0 —a)"| < 1 efn > N.
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b4 faest

n(z _ a)nfl ngnfl

efn>N.
(20 —a)" |20 — a

Ina,(z — a)" | = |nay(z0 — a)

Fljotséd er med hlutfallsprofi ad rédin ) |ZO—"_Q‘€"_1 er samleitin og pvi er
S na,(z —a)® ! alsamleitin.  Vid héfum b4 synt fram & pad, ad rodin
S na,(z —a)” ! er alsamleitin innan hrings med midju i a og radius R,
svo ad Ry < Rs.

Nt getum vid sett radirnar > na,(z —a)" ! og > n(n — 1)a,(z — a)
i stad hinna tveggja og faum vid pa & sama hatt ad pessar radir hafa sama
samleitniradius. Almennt feest: Fyrir gefna t6lu £ € N pa hefur rédin
S onn—1)--(n —k + 1)a,(z — a)" % sama samleitniradius og r6din

S an(z —a)™.

n—2

Verkefni 8.1

Finnio samleitniradius veldaradanna © demum 1-12 og kannid jafnframt
samleitni peirra d jaori samleitniskifunnar.

1 i% 7 i(—l)"n”z"
=0

n=1 n
E n n E n
2 §n+12 8 ;(lnn)z
3 i o 9 32
z [
(n+1)! Inn
n=0 n=
o0 zn o0
o 10 2.n
by 2




8.2. RAUNTOLUVELDARADIR 253

13  Fyrir hvada tvinntolur z er rédin

=1 [(z4d\"
Zn+1< z)

n=0

(a) alsamleitin?

(b) skilyrt samleitin?

Synid d skyringarmynd legu tvinntalnanna 7 lidum a) og b).

8.2 Rauntoluveldaradir

Litum d veldaréd ) an(z — a)™ par sem a og allir studlarnir a,, eru rauntolur.
Ef samleitniradius veldaradarinnar er R pd er rédin sér i lagi samleitin d

bilinu I = (a — R,a+ R). Fyrir x € I tdknum vid summu veldaradarinnar
med f(x),

f(x) = an(z —a)" (1)

Fallio f er pd rauntélufall d bilinu I og vid segjum ad f hafi framsetningu
sem veldar6d d bilinu I. Vio etlum nid ad rannsaka slik foll litillega, en pau
md lita d sem alhefingu @ marglioufollum. Vio byrjum da pvi ad sanna ad fall
sem hefur framsetningu sem veldaréd sé samfellt.

Setning 8.2.1. Ldt f(x) = > a,(x — a)™ hafa framsetningu sem veldardéd da
bilinu I = (a — R,a+ R). Pd er f samfellt a 1.

Sonnun. Lat xg vera ur I og lat € > 0 vera gefid. Veljum 0 < r < R bannig
ad |zg — a| < r og skrifum

Z an(z —a)™ = Zan(x —a)" + Ly(x).

Kollum fyrri lidinn heegra megin Py (x). Metum seinni lidinn,

[e.9] o0

Ln@)] < Y anll(z—a)[* < D an|r™ of |z —af < 7.

n=N-+1 n=N+1
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Veljum ntt N pannig ad ) 77 v | |ax|r™ < €/4 og notum sidan samfelldni f,
med skilgreiningu 3.1.11, til ad velja d, par sem 0 < § < r — |zg — a|, bannig
ad

|Pn(x) — Py (20)| < €/2 ef |z — x| < 0.

ba er
|f(x) = f(zo)| = |Pn(x) + Ln(x) — Pn(z0) — Ln(z0)]
< [Pn(z) — Pn(zo)| + |Ln(z)| 4 | L (20|
<e€/24+¢€/d+e/d=¢
ef |z — x| < 6. O

Nesta setning synir ad heilda md fall sem hefur framsetningu sem
veldaréd med pvi ad heilda lid fyrir li0 7 veldarédinni.

Setning 8.2.2. Ldtum f hafa framsetningu sem veldaréo
f(x):Zan(x—a)" fyrir ollx € I = (a — R,a + R)

ba er f samfellt d bilinu I og

T o0 1
/ f(t)dt = Z p— 1an(:1: —a)"t! fyrir 6ll x € 1 (2)
@ n=0

Sénnun. Lat x vera ur I. Veljum r, 0 < r < R, bannig ad |z — a| < 7 og
latum N vera natturulega tolu. Eins og i sonnuninni ad ofan skrifum vid
f(t) = Pn(t) + Ly(t). Nu feest ad

|/ LN(t)dt\g/ S danlr" < Y Ja)”

@ pn=N+1 n=N-+1

svo ad limy e [ Ly (t)dt = 0. Par sem,

N
’ 1
/ PN(t)dt = E n—Han(Jf - CL)nJrl
a n=0

feest pvi med pvi ad lata N stefna & 6endanlegt ad

[e.e]

/ax f(t)dt = /j Py (t)dt + /; Ly(t)dt =) - Jlr —a, (@ - a)H.

n=0
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Eins og vid sdum ¢ demi 8.1.10 hér ad framan, pd er réoin
Z na,(r —a)"* (3)
n=1

samleitin d bilinu I. Fyrir x ar I pd ldtum vid g(x) tdkna summu radarinn-
ar (3),

g(z) = " nan(e — )

Ni er rédin (3) fram komin vid ad rédin (1) er diffrud lio fyrir lid (m.t.t. x).
S spurning vaknar pa hvort fallio f sé diffranlegt ¢ I og hvort f'(x) = g(z)
fyrir oll x € I. Petta er rétt.

Setning 8.2.3. Ldt f wvera fall d opna bilinu I = (a — R,a + R) sem hefur
framsetningu sem veldaréd

f(x) = ian(x —a)" fyrir 6ll x € 1.
n=0
ba er fallio f diffranlegt a I og
f(x) = inan(x —a)"! Jyrir 6ll xz € I.
n=1
Sonnun. Latum g(z) = > (n + 1)api1(z — a)™ fyrir x ar I (g hefur sama
samleitnibil og f samkveemt Deeni 8.1.10). Samkvaemt setningunum hér ad

ofan pa er g samfellt & bilinu [ og ef x er ar I pa getum vid heildad g 4 bilinu
la, 2] med bvi ad heilda 1id fyr ir 1i0 i veldaréd g. Pa feest,

[ ottt =3 sl = 0t = f0) o

svo ad

Par med er f diffranlegt og

@) = gla) =3 nfa—a)" .
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Vid getum ni beitt setningu 8.2.3 d veldarédina Y - nay(x — a)" " og

bd kemur i ljos ad f er tvidiffranlegt @ I og ad f"(z) = " n(n—1)a,(x —
a)" 2. Almennt gildir:

Setning 8.2.4. Gerum rdd fyrir ad f hafi framsetningu sem veldaréd d bili
I'=(a—R,a+ R),

f(z) = Zan(a: —a)" fyrir oll x € 1.
n=0
ba eru allar afleidur af f til d bilinu I og

f(k)(x) = Zn(n —1)...(n—k+1a,(z — a)n—k.

n=k

Nidurstéouna ur setningunum hér ad ofan md draga saman d einfald-

an hdtt. Ef fall f hefur samsetningu sem veldarod sem er samleitin d bili
I =(a—R,a+ R), pd md heilda eda diffra f med pvi ad heilda eda diffra li0
fyrir lio ¢ veldarédinni. P.e.a.s. vixla mé diffrun og > -merki og heildun og
> -merki innan samleitnibils veldaradarinnar, og par sem summa veldarad-
arinnar er sér i lagi samfelld d I, pa md vixla & lim og ) -merki.
Daemi 8.2.5. (i) Vi0 vitum, ad rédin ) a™ er samleitin & bilinu (—1,1)
og 6samleitin ef || > 1. Ennfremur vitum vid ad ) 2" = 1/(1 — x) fyrir
oll z € (—1,1). Diffrun gefur Y na"!' = 1/(1 — z)? fyrir 61l z € (—1,1).
Heildun gefur aftur 4 moti Y —t-2"tt = —In(1 — z) fyrir 6ll z € (—1,1).

n+1
(i) Ef sett er —a? 1 stad x 1 fyrstu rodina hér ad ofan faest

> (1t =1/(1+a%)

fyrir 6ll x € (—1,1). Ef bessi 160 er heildud feest:

1)
Z ;1731:162"“ = arctan x fyrir 6ll x € (—1,1).

(iii) Samkveemt (i) og Setningu (2.3.17) ba er
N || N+2

1
= M p (1 — )| <
%n—i—lx +Hin(l —2) < T
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fyrir 6ll € (—1,0) og bar med er

N

1
Z —— 2" 4 In(1 — 2)
—n+l

1

<
N +2

fyrir 61l x € (—1,0). Latum x stefna & —1 og alyktum ad

|

n
n=0 +

1
N +2°

<

(=)™ +1n(2)

—_

En betta segir okkur ad samleitna vixlrodin ZN L(—1)"*! hafi summuna

n=0 n+1
—In 2 og par med ad

=1
—1)"=1n2.
Zn+1< ) "

n=0

Verkefni 8.2

Skrifio follin © demum 1-8 sem veldardd 7 x og finnid samleitniradius peirra.

1 L 5 L
-z 1422
2 ﬁ 6 <zarctanx
—x
1
yoo -
3 1 x? —3r+2
i=op 1
(1—2)In(1 - 2) ¥ P a1
Ldtum -
xn
flx) = % P
Synid ad f(z) sé skilgreint fyrir 6ll v € R og ad f'(x) = f(x) fyrir oll
x € R. Synid sidan ad f(x) = e*.
10 Ldtum
0 2+l
S N L —
f@) ;( TRy

Synid ad f(x) sé skilgreint fyrir 6ll x € R og ad f"(z)+ f(x) =0 fyrir
oll z € R. Synio sidan ad f(x) = sinz.
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11 Sannio eftirfarandi formilu sem kennd er vid skoska sterdfredinginn
James Gregory (1658-1675).

GNPSOS S U S S
47 3 5 7 9 11
. Todt
[Abendmg: arctanx = / —}
o 1+1¢2

12 Ldatum a,, n > 1 vera Fibbonacci télurnar sem skilgreindar voru ¢ dem:i
1.8.13.

(a) Notid nidurstéouna ur demi 36 7 verkefnakafla 2.2 til pess ad
dkvarda samleitnigeisla veldaradarinnar

(o]
E anz".
n=1

(b) Ldatum R tdkna samleitnigeisla veldaradarinnar og latum
f:(—R,R) - R

vera fallio sem skilgreint er med

flx) = Z anx".
n=1
Synio ad
(x +a2%) f(x) = f(z) = (z +2%),
fyrir 6ll x € (=R, R), og dlyktio it fra pvi ad

@)= ———— 1.

[ —

(c) Notid nidurstéduna ur b-lid til pess ad finna formilu fyrir a,.
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8.3 Taylor-radir

Féll sem hafa framsetningu sem veldaréd d bili I eru d vissan hdtt jafn meo-
feerileg og margliour. Pau eru sér 7 lagi dendanlega oft diffranleg. Ekki hafa
oll oendanlega oft diffranleg foll framsetningu sem veldaréd, en maorg algeng
foll hafa slika framsetningu. Athugum petta ndnar.

Ldtum f wvera fall sem er dendanlega oft diffranlegt d opnu bili I og ldtum
a € I. Vio getum pd myndad veldarédina

> £ (g
Zf F)(l,_a)n

n.

bPessi 160 kallast Taylor-roo fallsins f 1 punktinum a. FEodlilegt er ad spyrja
bpess hvort rodin sé samleitin d einhverju bili um a og pd hvort summan sé
f(z). Enni er (n+1)-ta hlutsumma radarinnar einmitt n-ta Taylor-marglioa
fallsins f 7 punktinum a og

n R (g
flx) :Zf k,( )(:c—a)k—l—Rn(:c).

Dess vegna er rédin samleitin med summu f(x) d bili I um a pd og pvi adeins
a0 lim, o R, (x) = 0 fyrir 6ll x € I. Samkvemt leifaformilu Lagrange (sjd
setningu 4.4.12), pa er

T —a n+1 .

( ) ' f( +1)<t0)

) =T

fyrir eitthvert to milli x og a. Ef finna md télu A > 0 pannig ad
‘f(")(t)‘ < A" fyrir ollt € I og 6llm € N

ba fest ur pessu, ad lim,, o Ry (x) =0 fyrir 6ll x € 1. Par med fest:

Setning 8.3.1. Ldtum f vera dendanlega oft diffranlegt fall d opnu bili I um
a og gerum rdod fyrir pvi, ad til sé tala A > 0 pannig, ad ’f(")(t)} <A™ fyrir
ollt eI og 6lln € N. Pa er

flz) = i () (x —a)" fyrir 6ll x € I

n!
n=0
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Daemi 8.3.2 (Taylor-radir hornafalla og veldisvisisfallsins).

(i) Latum f(z) = sinz. Hér er

™)) <1 fyrir 6ll t € R og 6ll n € N

svo ad
) 0 (_1)11711,21171 3 (_1)n71$2n71
= - = — 4. .. 1
i n; en—1n YT T T ooy (1)

fyrir 6ll z € R.
(ii) A sama hatt gildir ad

> (—1)ngn x? —1)ng?n
cosxzzo%zl—a—i-...—k%jk.. (2)

fyrir 61l x € R.
(iii) Latum r >0, I = (—r,r) og f(x) =€". béa er

fMt) = <e < (en)" fyrir 6ll ¢ € I og 6ll n € N

’ :1—|—aj+—+...+x——|—... fyrir 6ll z € I.
n! n!

Par sem r > 0 getur verid hvada jakveeda tala sem er, pa gildir pessi velda-
radarframsetning veldisvisisfallsins um 6ll = € R.

Vid getum notad jofnur (1) og (2) sem skilgreiningu & follunum sin x og cos .
Ljost er ad sin0 = 0 og cos 0 = 1 og pbar sem okkur er heimit ad diffra summu
veldaradar med pvi ad diffra 1id fyrir 1id 1 rodinni, pa sést strax ad

—sinz =cosx 0g -——cosx = —sinx (3)

dx dx

En hvad med samlagningarformulurnar? Hvernig leidum vid peer ut, ef jofnur
(1) og (2) eru notadar sem skilgreiningar & hornaféllunum? Til pess beitum
vi0 teeknilegri brellu. Latum

u(x) = sin(x 4+ a) — sinx cos a — cos x sin a,

v(x) = cos(x + a) — cosx cos a + sin z sin a.
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Vid viljum sanna, ad u(z) = 0 og v(z) = 0 fyrir 6ll x € R. Petta jafngildir pvi
ad sanna ad f(z) = u?(x) + v?(x) sé nallfallid. Nt faest beint Gr jofnu (3) ad
u'(x) = v(z) og v'(z) = —u(z) fyrir 6ll 2 € R. En ba er f/'(z) = 2u(x)u'(x) +
2u(x)v'(x) = 0 fyrir 6ll z, svo ad f er fastafall. En f(0) = 0 og bar med er
f(z) = 0 fyrir 6ll z € R. Sidan méa skilgreina 7 sem minnstu jakveedu télu
bannig ad cos(x/2) = 0 og sanna, ad sinz og cosx eru lotubundin med lotu
2.

Athugasemd. Spyrja ma peirra spurninga hvort Taylor-r60 falls sé almennt
samleitin fyrir 6nnur gildi & x en = a og pa hvort summa radarinnar sé
f(x). Almennt ba er svarid vid badum pessum spurningum nei. Pad parf
viobotarupplysingar eins og 1 setningu 8.3.1 til ad tryggja jakveett svar.

Verkefni 8.3
1 Skilgreinum fall f : R — R med pvi ad setja

B 6_1/352, efr >0
f@) = {0, ef x <0.

(a) Synio ad fallio f sé dendanlega oft diffranlegt d 6llu R og jafnframt
ad f™(0) =0, fyrir 6lln > 0.

(b) Finnio Taylor-rod fallsins f @ punktinum 0.

(c) Er til veldaroo Z a,x" 0g bil (—e,¢), pannig ad um 6ll x ur bilinu

n=0

(—e,¢€) gildi ad f(z) = Zana:”.
n=0

I demum 2-10 skal finna Taylor-radir fallanna 7 x = 0.

2 sin3x 7 2F
4
g cosdu 8 cos’x
4 cosx—e M
5 coshz 9 cos’y
6 sinhzx 10 arcsinx
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11  Ldatum o vera rauntolu. Setjum

ala—1)--(a—=n+1)

“) = 0g “) = fyrir allar heilar tolur n > 1.
0 n n!

(a) Synio ad (n+1)( 7)) +n(?) = a(?).

n+1
[eS)

(b) Synid ad rédin (Z)x” sé alsamleitin fyrir 61l x ur opna bilinu
n=0
(—1,1).
(c¢) Skilgreinum fall g : (—1,1) — R med pvi ad setja

n=0

Notid nidurstoouna ur a-li0 til pess ad syna ad
(1+2)g'(z) = ag(z).
(d) Alyktio it frd c-lid ad
= /a
1 (07 — n
e =3 ()

fyrir oll x ar bilinu (—1,1).



Kafli 9

Diffurjofnur

9.1 Inngangur

Hugtakio diffurjafna kemur vioa fyrir. Diffurjéfnur eru til ad mynda mikio
notadar 1 sterdfredilegum likinum af fyrirberum © ndttirunni. Ymis mikil-
veeg logmdl natturuvisindanna eru sett fram ¢ j6fnum par sem breytingarhradi
kemur fyrir. Sem demi md taka annad hreyfingarlégmdl Newtons, sem oft-
ast er sett fram med jofnunni F' = ma. Pad segir ad kraftur sem verkar d
akvedinn hlut sé jafn margfeldinu af massa hlutarins og hrédunar hans. Ef til
demis hlutur er 7 frjdlsu falli pa er hréounin a breytingarhradi fallhradans.
Véxtur eda hrornun timahdora sterda eru oft © fostu hlutfalli vid steerdina
d hverjum tima, ndnar til tekio ef f(t) er sterdin d tima t pd er breytingar-
hradanum lyst med jéfnu af gerdinni
df

= k1)

bar sem k er fasti. Um voxt er pa ad reda ef k > 0 en um hrornun ef k < 0.
Petta d t.d. vid um innisteedu d bankareikningi, hrornun geislavirkra efna,
stofnsteroir lifvera vid dkvednar adstedur o.fl.

Skilgreining 9.1.1. Diffurjafna er jafna par sem fyrir koma 6pekkt fall og
ein eda fleiri af afleidum pess.

Diffurjafna kallast wvenjuleg ef i henni koma adeins fyrir foll af einni
(og somu) breytistaerd og afleiour med tilliti til bessarar breytisteerdar. Ef
opekkta fallio er fall af fleiri breytisteerdum pa tolum vio um hlutafieidujofnu.

Stig diffurjofnu er stig haestu afleidu 6pekkta fallsins sem fyrir kemur {
jofnunni.

263
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Pegar diffurjéfnur eru settar fram er venjan ad nota rithdattinn y,y',y"
o.s.fru. fyrir opekkta fallio og afleiour pess.
Diffurjafnan
(y")? +2sinz -y + (x+4)*=0 (1)
er venjuleg 2. stigs diffurjafna (vid litum dy sem épekkt fall af breytisterdinni
x). Almenna n-ta stigs diffurjafnan hefur formio

F('Z‘7 y? y/7 y”? A 7y(n)) - O (2)

par sem F er fall af n+ 2 breytisterdum. I diffurjifnunni (1) pd er F fallid
sem skilgreint er sem F(x,u,v,w) = w3+ 2sinz - v + (v + u)*

Lausn d (2) d bili I er fall y = ¢(x) sem er n sinnum diffranlegt d I
pannig ad sterdin F(z,¢(x), ¢ (z), ¢"(x),...,¢™ (x)) er skilgreind fyrir 61l
x €1 og pannig ad

F(z,¢(x), ¢'(2),¢"(2), ..., 0" (x)) = 0.
Til deemis eru y = cosx og y = sinx lausnir d diffurjéfnunni
y'+y=0

d bilinu (—o0, 00).
Skilgreining 9.1.2. Diffurjafna af gerdinni
an(@) - Y™ + apr(2) -y (@) -y +ao - (2)y = fla)
bar sem ag, ay,...,a, og f eru gefin foll & bili I er s6gd vera linuleg. Ef f er

0-fallid er jafnan s6gd ohliorud, en annars hliorud.

Athugasemd. Ef y; og 4, eru lausnir 4 linulegri 6hlidradri diffurjéfnu pé er
ljost ad fyrir sérhverjar télur A og per A -y, + p - yo lika lausn. Nullfallio
er augljoslega lausn a slikri diffurjéfnu svo vio sjaum ad lausnirnar mynda
linulegt ram.

Daemi 9.1.3. Diffurjafnan

"

y" +exp(y) + y* = sin(z - y”)

er pridja stigs og olinuleg (vegna pess ad exp(y’) og sin(x - y”) koma fyrir i
henni).
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Daemi 9.1.4. Diffurjafnan
ey + (tanz)y® + (sinz)y’ + y = sinh z

er hlidrud, linuleg og fjorda stigs. Ohlidrada diffurjafnan sem tilheyrir pessari
diffurjéfnu er
e*y@W + (tanz)y® + (sinz)y +y = 0.

Verkefni 9.1

I demum 1-6 skal
a) dkvarda stig diffurjéfnunnar,
b) segja til um hvort diffurjafnan er linuleg,

c) segja til um hvort diffurjafnan er hliorud.

1 ¢y —6y=0 4 Yy -y=sinz
2 2=y 5 y'e” —y siny = y?
3 Yy -—2y="Tx 6 y@W — 23y =evy

9.2 Fyrsta stigs adgreinanlegar diffurjofnur

Vio byrjum d fyrsta stigs diffurjofnum sem rita md d forminu y' = F(x,y).
Vio etlum ad skrifa j—z i stad y'. Vio litum d sérstaka gerd af slikum jofnum.

Skilgreining 9.2.1. Fyrsta stigs diffurjafna kallast adgreinanleg ef unnt er
a0 rita hana & forminu

Y~ o) ). (1)

Athugasemd. Hugmyndin ad baki nafninu er st ad unnt sé ad adgreina z-i0

og y-i0 1 jofnunni. Diffurjafnan
d

% = cos(zy)

er til deemis ekki adgreinanleg. Hugsum okkur ad haegt sé ad rita cos(xy) =

f(y) - g(z) bar sem f og g eru samfelld foll. Ef vid tokum x = 0 pa feest
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1 = f(y) - ¢(0) og bar med hlytur f ad vera fasti. Eins feest med pvi ad taka
y = 0 a0 g er fasti. En bar med @tti cos(zy) ad vera fasti sem er fréleitt.
Diffurjafnan

dy _ _xty

dr  ©
er hins vegar adgreinanleg vegna pess ad e*¥ = e - ¥,

Litum na & (1). Ef ¢ er nallstéo fallsins f pad er, f(c) = 0, ba sjaum vid
a0 fastafallid R — R;z + c er lausn a diffurjéfnunni. Gerum ntu rad fyrir ad
y sé lausn & diffurjofnunni og f(y(z)) # 0 fyrir 61l = par sem y er skilgreint.
Pa uppfyllir y diffurjéfnuna

1 dy
—— = g(x). 2
Fyae 2
Latum na F' vera stofnfall fallsins % og G vera stofnfall fallsins g. Pa faest
fyrir sérhverja lausn y 4 (2):

d dF dy 1 dy dG
L)y =y - -8 =%
o F W) =—— ) — () d g(x) = ——(2)
Af bessu leidir ad sérhver lausn y & (2) uppfyllir jofnu af taginu
Fly) = G(x) + C, (3)

bar sem C' er fasti. Eins sést ad uppfylli y jofnu af gerdinni (3) pa er pad
lausn & (2) og bar med einnig & (1). Jafna (3) er oftast ritud

/ﬁdy:/g(x)dx.

Daemi 9.2.2. Leysum adgreinanlegu diffurjéfnuna

dy _

I pessu tilfelli er g(z) = x og f(y) = y. Vid sjaum ad y = 0 er lausn. Adrar
lausnir fast med heildun:

1
/—dy: /xd:c jafngildir  In|y| = 12° +¢
Y

og par med er
|yl = e - exp(a?/2).
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Lausnirnar eru pvi
y=A-exp(x®/2), A#O0.

Par sem A = 0 gefur lausnina y = 0 ba sjdum vid ad allar lausnir diffurjofn-
unnar eru

y=A-exp(x?/2), A fasti.
A=04
KZ A0
A=0
/’_'\ A 0o

Mynd 9.1: Nokkrar lausnir diffurjéfnunnar dy/dx =z -y

Daemi 9.2.3. Leysum diffurjéfnuna

P
dx

Urlausn. Deilum med z og faum adgreinanlegu diffurjéfnuna

dy v’ —y
dx x

Jafnan y? —y = y(y—1) = 0 hefur lausnirnar y = 0 og y = 1 svo ad fastafollin
y =0 og y =1 eru lausnir & diffurjofnunni. Vid faum:

/—1——dy—ln|y—1| In |y| + fasti
y—
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0g
d
e |z| 4 fasti.
x

Sérhver lausn diffurjéfnunnar

1 dy 1
yly—1)de
uppfyllir pvi jofnu af gerdinni
Injy—1|—Inly| =In|z| + K

en pad jafngildir

97_1:(].5@ C 40

Lausnir upphaflegu diffurjéfnunnar eru pvi

B 1
1-Cx

y og y=0. (4)

Athugio ad C' = 01 (4) gefur fastafallid y = 1 sem er lausn & diffurjéfnunni.
Reyndar eru lausnirnar fleiri eins og kemur fram i medfylgjandi athugasemd.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[}
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Mynd 9.2: Nokkrar lausnir diffurjéfnunnar dy/dz = (y* — y)/x
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Athugasemd. Takio eftir ad { deemi 9.2.2 hér a0 framan gildir fyrir sérhvern
punkt (a,b) tr R? ad til er nakvaemlega ein lausn y 4 diffurjéfnunni pannig
ad y(a) = b bad er lausnin

y=b-e % exp(a?/2).

Skilyrdi af taginu y(a) = b kallast upphafsskilyrdi. Pad ad finna peer lausnir
akvedinnar diffurjéfnu sem fullnaegja tilteknu upphafsskilyroi kallast upphafs-
gildisverkefni. Yfirleitt er mjog mikilveegt a0 vita hvort til er einkvem lausn &
sliku verkefni, pad er ad segja hvort til er nakvaemlega ein lausn & verkefninu,
eins og 1 deemi 9.2.2.

Almennt gildir (b6 svo vid getum ekki sannad pad i pessari bok):

Ef f hefur samfellda afleidu & opnu bili sem inniheldur punktinn b og g er
samfellt & opnu bili sem inniheldur punktinn a pa hefur upphafsgildisverk-

efnio J
o =1We), yla)=0

einkveema lausn, pad er ad segja til er opid bil sem inniheldur punktinn a par
sem nakveemlega ein lausn diffurjéfnunnar uppfyllir skilyroio y(a) = b.

Daemi 9.2.4. Diffurjafnan

dy _

—92.
I Y]

hefur y = 0 sem lausn og adrar lausnir fast med heildun:
1
—dy = / dx
/ 21yl

Vy=xz+c og y>0

jafngildir pvi a0

eda
—V—y=x+c og y<0

bad er ad segja
y=(z+c)? og x>-—c

eda
y=—(z+c) og z<-—c



270 KAFLI 9. DIFFURJOFNUR

N1 sjadum vio ad
(x+c¢)? efz>-—c
y(r) =<0 ef v = —c
—(z+c¢)? efz<—c
er diffranlegt fall 4 (—oo, +00) sem fullneegir diffurjéfnunni. Vid sjaum lika
ad ef ¢y < o pa er

(x+c)* efz>—q
y(r) =<0 ef —cp <x < —¢;
—(r+e)? efz < —c

diffranlegt fall & (—oo,+00) sem fullneegir diffurjéfnunni. Pessar lausnir
asamt 0-lausninni eru allar lausnir & diffurjéfnunni & bilinu (—oo, +00).

y=(@—1) y=(z—3)

y=—(z+3)° y=—(z+2)
Mynd 9.3: Lausnir & dy/dx = 2+/|y|, y(a) =0

Ef (a,b) € R? og b # 0 ba hefur upphafsgildisverkefnid

dy
o =2V lyl, y(a)

6endanlega margar lausnir & (—oo, +00). Ef til deemis a =0 og b =1 ba er

r+1 ef v > —1
y(r) =<0 ef —c<zr < -1
—(z+c¢)? efr<—c

par sem ¢ > 1, lausn & upphafsgildisverkefninu. Vio sjdum hinsvegar a0 allar
lausnir & upphafsgildisverkefninu eru eins & bilinu (—1, +00) og bar med eins
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& sérhverju bili (=4, 0) par sem § er einhver talta milli 0 og 1. Petta fyrirbaeri
kallast stadbundin einkvemnii a = 0.

Athugum nu tilfellid b = 0. Fallio y — 2\/@ er ekki diffranlegt 1 y = 0
og einmitt 1 punktum af gerdinni (a,0) bregst einkveemnin. Latum a € R og
latum c¢; og ¢y vera hvada tolur sem er pannig ad —c; < a < ¢y. Pé er fallid

(r—c9)?  efz>cy
y(x) =<0 ef —c; <z <y
—(z+c1)? efr < —¢

lausn & upphafsgildisverkefninu

dy
o V0yl, yla)=0

Vid sjaum bvi ad verkefnid hefur 6endanlega margar lausnir.

Verkefni 9.2
Leysi0 diffurjofnurnar ¢ demum 1-15.

dy _y dy _y
1 === 9 —==
de 2z dr 2z
dy 4y+1 d
S 0 W_rtY
de  x—vy
dy  a?
3 —=—=
dr y? 11 @:sinxCOSQy
3 dx
; W_r
== 4
dvy 12 (a:+1)—y+y3:()
d dx
5 Y __ 22
dx 13 %o yon-2)
dy 9 dr VY Y
6 — =2y
dx dy
” _y:1+y2 4 )d:v Y
dx
d
dy 2 )W _
8 L =1—1y 15 (2" =4 =y

dx
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9.3 Linulegar fyrsta stigs diffurjofnur
I pessari grein munum vid syna hvernig leysa skal diffurjéfnur of taginu

Y +p(r) -y = q(z)

bar sem p og q eru samfelld foll a opnu bili I.

Hugmyndin er si ad margfalda diffuriofnuna med falli sem er hvergi nill
a I pannig ad vinstri hlio diffurjofnunnar verdr afieida einhvers falls og heilda
sioan.

Veljum eitthvert stofnfall fallsins p d I, kollum pad F. Pd gildir

€T / €T x x
(€F( ) y) :eF( ) F/<x)y_|_eF( ) .y/:eF( ) (y/+p<x)y)
bar med er synt ad y er lausn a diffurjéfnunni
Yy +p) -y =qx)
bd og pvi adeins ad y sé lausn d diffurjofnunni
!/
(" y) = "D g() (1)

En almenn lausn pessarar diffurjofnu er greinilega

y=e @ /q(:p)eF(x) dz.

Athugasemdir. (i) Fallid sem vid margfoldum diffurjéfnuna med kallast
heildunarpdttur diffurjofnunnar.

(ii) Hér ber ad skilja [q(z)ef® dz sem hid almenna stofnfall fallsins
q(z)e"®) bad er ad segja hvada stofnfall fallsins ¢(z)e”® sem er gefur lausn.
(iii) Valio & stofnfallinu F' skiptir ekki mali. Ef F' og G eru stofnfoll fallsins
p bé er til fasti C' bannig ad G(x) = F(x) + C fyrir 6ll « ar I og

e—G’(J:) /q(l,)eG(x) dr = e—F(x)—C/q($)6F(m)+C dr
— ¢ F@) . o=C / q(z) - @ . eC dy
= F@® /q(x)ep(m) dz

vegna pess ad e ¢ - e¢ = 1.
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Daemi 9.3.1. Finnum allar lausnir diffurjéfnunnar
y' + (tanzx) -y = sinz

a bilinu (-7, 7).

Urlausn.
/tanxd:p = —In(cosz) +C
0g
1
e In(cosz) _ )
cos T

Margfoldum diffurjéfnuna med ﬁ og faum

1 1 ) 1
- (tanz) -y = sinx -

y/
COS T COS T COS T

sem samkvaemt reglunni um diffrun margfeldis tveggja falla jafngildir

/

y) = tanuz.

(

COs ™

Par med foest 1

COS T

y = —In(cosx) + C

og pvi
y = —cosz(In(cosz) — C).

Ef vid viljum til deemis finna pa lausn diffurjéfnunnar sem uppfyllir y(0) = 2
ba setjum vio x = 0 og faum

y(0) = —cos0(In(cos0) + C) = —-C

og tokum pvi C' = —2.

Finnum ni hvada lausn diffurjofnunnar

y' +p()y = q(v) (2)

tekur gildid b © punkti a «r 1. Samkvemt jéfnu (1) er e @y stofnfall fyrir
@ q(x) svo ad vid hifum

'@y = y(a)el@ +/ q(t)ef D at.
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Svo ad su lausn d diffurjofnunni (2) sem tekur gildid b ¢ punkti a dr I er
gefin med formulunni

y(z) = e '@ (/ qt)efOdt +b- eF(“))

Daemi 9.3.2. Leysum diffurjéfnuna

(cosh x)y’ + (sinhx)y = 2°.

Urlausn. Hér blasir vid ad (cosh )y’ + (sinh )y = ((cosh z)y)’ svo vid purfum
ekki a0 nota ,uppskriftina® fyrir heildunarpattinn heldur faum strax

(coshz)y = 12 + C
og par med

4+ C
y= 4coshz’

Daemi 9.3.3. Litum & diffurjéfnuna
xy +y = cosu.

Likt og i deeminu hér 4 undan rekum vid strax augum i ad (zy)’ = xy’ +y
svo almenn lausn diffurjéfnunnar er

B sinz + C
— - )

Y

Ljost er ad pessar lausnir diffurjéfnunnar eru skilgreindar & bilunum (—oo, 0)
og (0,4+00). Nu er hins vegar forvitnilegt ad vita hvort einhver(einhverjar)
lausnanna framlengist 1 lausn & 6llu R. Vid sjaum ad fyrir C' > 0 pa er
lim, o+ % = 400 en lim,_,o- % = —00 SVO % + % hefur ekkert markgildi
begar & — 0. Sama nidurstada feest fyrir C' < 0. Fallid (sin 2+C')/x hefur pvi
ekkert markgildi pegar z stefnir & ntll nema fyrir C' = 0 og péa er markgildid
1. Setjum

fz) =

SNL - of 1 £ ()
1 efz =0
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Fallid f er samfellt 4 6llu R og diffranlegt & R\ {0}. Kénnum nu diffranleika
pess i x = 0.

! . _ xT

PO == =S
_ sinz —x
o :vg% ,jL’2
B limx_ 5 +Rs(z) —
o z—0 3;‘2

2133
— lim —9 + Ry(z)
z—0 :L‘2

Par med er synt ad [ er diffranlegt 4 R og f'(0) = 0. Fyrir x = 0 faest
0-f(0) + f(0) =1 = cos(0)

svo a0 f fullnaegir einnig diffurjéfnunni i = 0 og par med er f eina lausnin
& diffurjofnunni 4 6llu R.

Verkefni 9.3

Leysio diffurjofnurnar ¢ demum 1-7.

1 y4ay=2a° 4 Y +y=¢
/ . oz
9 y'—l—y:l 5 Yy +2'y=e
Z /
6 Yy +2y==x
3y
3 y/‘i‘;:xQ 7 Y + (sinx)y =sinz

Leysio upphafsgildisverkefnin ¢ demum 8-12.
dy

8§ Lioy=1, y(1)=-1
o Py =1 y(1)
dy

9 o +4x’y =2, y(0) =1

d )
10 d—y + (cosx)y = 2ze” "7 y(m) =1
x
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dy
11 —+9y =1 1) =-1
ooy =1y
d .
12 d_th + (coshz)y = e 5™ y(0) = 2

13 Finnio lausnir diffurjofnunnar
(I+a)y' +(1—a)y=e"

Er til lausn d o6llu R?

9.4 Tvinntolugild foll

I greinum 9.5 og 9.6 munum vid fjalla wm annars stigs diffurjéfnur med
fostum studlum. En dour en vio getum tekio til vid pad vidfangsefni purfum
10 a0 fjalla um foll sem taka gildi sin © C, svokélluod tvinntolugild f6ll, og er
bessi grein helgud peim.

Ldtum I vera opid bil iR og f : I — C wvera fall. Pd er hegt ad skrifa d
ndkvemlega einn hdtt

f(x) = fi(z) +ifs(x) fyrir 61l x wr I

par sem f1: I — R og fo: I — R. Ndnar tiltekio er

filz) = 5(f(2) + f(2)) o9 falz) = 5(f(x) = f(2)).

Fallio fy er oft tdknad med Re f og kallast raunhluti fallsins f og fallio fy er
oft tdknad med Im f og kallast pverhluti fallsins f.

Skilgreining 9.4.1. Latum f vera tvinntolugilt fall & opnu bili I og skrifum
f = fl + if?u

med fi = Ref og fo=1Imf.
(i) Vid segjum ad f sé diffranlegt ¢ punkti x ar I ef f; og fy eru diffranleg
i punktinum x og setjum

fl(x) = fi'(x) +ify (x).

Eins segjum vid a0 f sé diffranlegt d bilinu I ef fi og fo eru pad.
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(ii) Vid segjum a0 fall
FZI—)C,F:F1+iF2,

sé stofnfall fallsins f ef fyrir 6ll z ar I gildir ad F'(x) = f(z), bad er
ad segja I\ (z) = fi(z) og By (z) = fo(w).

Skilgreining 9.4.2. Vid framlengjum veldisvisisfallio a alla tvinntéluslétt-
una meo eftirfarandi haetti

exp: C — C;z+ iy — e"(cosy + isiny).
Eins og adur skrifum vid jéfnum héndum e® ™ og exp(z + iy).

Athugasemd. I grein 9.8 1 pessum kafla munum vid syna ad petta er ,hin
edlilega framlenging” veldisvisisfallsins.

Setning 9.4.3. Ldtum a og b vera rauntélur og w = a + tb. Fallio
f:R = Ciz— " = e*(cos(bx) + isin(br))

er diffranlegt og f'(z) = w - f(z).

Sonnun. f(x) = e*(cos(bzx) + isin(bzr)) svo ljost er ad Re f og Im f eru
diffranleg f6ll og pvi einnig fallio f. Ennfremur gildir

f(z) = %(e‘” cos(bx)) + i%(e‘” sin(br))

= ae™ cos(bx) — be™ sin(bx) + i(ae® sin(bx) + be™™ cos(bx))
= (a + ib)(e™ cos(bz) + ie"® sin(bx))

= w- f(a)

Daemi 9.4.4. Reiknum /e‘“” sin(bz) dx, bar sem a og b eru ar R.
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Urlausn. Af setningunni hér ad ofan leidir ad - (Le*”) = e** fyrir sérhvert
wur C\ {0}. Vio faum bvi:

/e‘w sin(bx) dr = /Im(e(“+ib)x)dx

— Im </ e(a-l-ib)x dl‘)

— Im 1 e(a-l-ib)x + C
a -+ 1b

=Im (%e”(cos(bx) +1 sin(bx))) +C

€a$

a2—|—62(

A sama hatt feest einnig ad

asin(bz) — beos(bx)) + C.

a? 4+ b2

/ ¢ cos(bx) dx — Re (ﬂeaw(cos(bx) i sin(bx))) e

= a2€7+b2(a cos(bx) + bsin(bx)) + C.

Setning 9.4.5. Ldtum w vera tvinntolu. Almenn tvinntolugild lausn diffur-
jofnunnar
y —wy=0
ery=A-e“" par sem A er tvinntélufasti.
Sonnun. (1) Samkvaemt setningu 9.4.3 gildir
d

d—(Ae“””) —wAe*” = Awe*® —wAe* =0
T

svo a0 foll af taginu y = Ae“” eru lausnir diffurjéfnunnar.
(ii) Gerum rad fyrir ad f(z) s¢ lausn & diffurjofnunni, & opnu bili. Pa faest

%U(:ﬁ) ceTV) = fl(x) e 4 f(x)(—we ")
=wf(x)e ™™ —wf(x)e "
=0

fyrir 61l x @r 1. Af bessu leidir ad til er A ar C pannig ad f(z)e " = A og
bar med f(x) = Ae“* fyrir 6ll z ar I.
]
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Athugasemd. I sidari hluta sénnunarinnar hér ad ofan gengum vid ut fra
a0 tveer reglur giltu um afleidur tvinntélugildra falla:
(i) Ef um diffranlegt tvinntolugilt fall f 4 opnu bili [ gildir ad f'(z) =0
fyrir 6ll x ar I pa er f fastafall.
(ii) Ef f og g eru tvinntolugild foll & opnu bili sem beedi eru diffranleg i
punkti a & bilinu, pa er fallid f - g lika diffranlegt i punktinum a og
afleida pess er gefin med formulunni

(f-9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Badar pessar reglur er einfalt ad sanna og er pad eftirlatio lesendum.

Verkefni 9.4

1 Synio ad e # 0 fyrir allar tvinntolur z.
2 Finnid allar tvinntolur z pannig ad e* = 1.

3 Synid ad um allar rauntélur t gildi

eit 4 e—it ' oit _ it
coSt = ———— o0 sNt=-———
2 21
0g notid pad sidan til ad leida it formkornin
1 2t 1— 2t
cos’t = %S() og sin’t = %H.

4 Latum I vera opid bil iR og f : I — C wvera diffranlegt fall pannig ad
f'(x) =0 fyrir 6ll x dr 1. Synio ad f sé fastafall.

5 Ldtum f og g vera tvinntiolugild foll a opnu bili sem bedi eru diffran-
leg 7 punkti a d bilinu. Synid ad pd sé fallio f - g einnig diffranlegt ©
punktinum a og jafnframt gildi

(f-9)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a).
6 Ldtum m og n vera heilar tolur. Sannid ad

2T
/ inTr _—imax {O €f m ?é n
ee dr =

2 ef m=n.
0
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7 Alyktio it frd demi 6 ad um allar heilar télur m ogn pannig ad m? # n?
gilds

27 27 27

/ cos(nz) sin(ma) dz = / cos(nz) cos(mz) dr = / sin(nz) sin(ma) dz = 0.

0 0 0

Synid einnig ad um allar heilar tolur n gildi

27 27
/ sin®(nx) do = / cos’(nx)dr = m
0 0

9.5 Ohlidradar linulegar annars stigs diffur-
jofnur med fostum studlum

[ pessari grein etlum vid ad leysa diffurjéfnur af gerdinni

y' +ay +by=0
par sem a og b eru rauntélufastar. Ndnar tiltekio ctlum vid ad finna 6ll
tvidiffranleg foll f : R — R sem uppfylla diffurjofnuna. Reyndar kemur 7 ljos
ad sérhver lausn slikrar diffurjofnu d opnu bili framlengist sjdlfkrafa 7 lausn
d ollu R (samanber setningu 9.4.5). En dour en vid snium okkur ad pessu

verkefni sonnum vid ,hjdlparsetningu” sem segir til um hver er hin almenna
tvinntolugilda lausn diffurjofnu af pessari gero.

Skilgreining 9.5.1. Jafnan
+at+b=0
kallast kennijafna diffurjofnunnar
y" + ay' + by = 0.

Marglidan t> + at + b er pdttanleg yfir C pad er ad segja til eru tvinntdlur
a og B (hugsanlega sama talan) pannig ad t* + at +b = (t — a)(t — ).
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Setning 9.5.2. Almenn tvinntélugild lausn diffurjofnunnar
y' +ay +by=0

er

_ JAe + Befr efa#p
v= Axe® + Be* efa=0

par sem A og B eru tvinntélufastar og o og [ eru retur kemnijofnunnar
t* +at+b=0.

Sonnun. Tokum eftir ad t* + at +b = (t — a)(t — B) jafngildir pvi ad
a=—(a+p) og b=ap.
Af pvi leidir ad
(y' = By) —aly = By) =y" — By — oy’ + aby

=y = (B+a)y +aby
=y +ay +by.

Vio sjaum pvi ad fall f & opnu bili I er lausn & diffurjéfnunni
y' +ay +by=0
ba og pvi adeins ad fallid f' — - f sé lausn 4 diffurjéfnunni
y' —ay=0 (1)

Samkveemt setningu 9.4.5 er fallid f* — ff lausn & (1) ba og pvi adeins ad til
sé fasti C aur C pannig ad

f'(x) = Bf(x)=C-e**  fyriroll x ar I. (2)
Margfoldum (2) med e og faum

d
(@) e ) = e e = el i Sl @

og par med
C . ele=Bz 1 B of
Fa)- e = Jag OB cla#p
Cx+ B ef = 0.
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Med pvi ad margfalda med €% faum vid ad almenn lausn diffurjéfnunnar
y' +ay +by =0

4 bilinu [ er

) Aett BePr  eof a # B
] Aze™ 4+ Be®® ef a = f3

par sem A og B eru tvinnfolufastar. Ljost er ad slik oll framlengjast sjaltkrafa
i lausnir & ollu R. O

Athugasemd. Athugid a0 ofangreind setning er adeins hjélparsetning. Pad
sem vid héfum raunverulega ahuga & er ad finna almenna raungilda lausn
diffurjofnu af gerdinni

y' +ay +by =0 aogbur R (3)

og hédan 1 fra mun almenn lausn slikrar diffurjéfnu avallt pyda almenn raun-
gild lausn hennar. Ber ad hafa petta hugfast i framhaldinu. Adur en vid
sniaum okkur ad pvi ad finna almenna lausn & diffurjéfnu af gerdinni (3)
skulum vid lita nanar & reetur kennijéfnunnar. Skrifum

t+at+b=(t—a)t-p).

Nakveemlega prju tilfelli geta komid upp.

(i) a # B oga,B €R.
(ii) a =B og a € R.

(iii) « € R og f = @.
Setning 9.5.3. Ldtum a og b vera rauntolur og o og 3 vera retur kennijofn-
unnar t2 +at +b =0 pad er ad segja

P tat+b=(t—a)t—p).
Pa gildir um diffurjéfnuna

y' +ay +by=0 (4)

(i) Ef a # B og a, p € R pd er almenn lausn d (4)

y = Ae™ 4 Bel” med A og B ir R. (5)
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(ii) Ef a = 8 og a € R pd er almenn lausn d (4)
y = Aze®® + BeP” med A og B ir R. (6)
(i) Ef a = A+ip og \,p € R, # 0, pd er almenn lausn d (4)
y = Ae™ cos px + Be sin pux med A og B 1ir R. (7)

Sonnun. (1) Samkveemt setningu 9.5.2 er 1jost ad f6ll af gerdinni (5) eru
lausnir 4 (4). Gerum nua rad fyrir ad y s¢ raungild lausn & (4). Samkveemt
sidustu setningu eru pa til A og B ur C pannig ad

y = Ae™ + BeP®

og par sem y er raungild lausn pa eru A og B ur R.
(ii) Alveg hliosteett tilfelli (i).
(iii) Almenna tvinntolugilda lausnin & (4) er

y = Ae™ + BeP®
ar sem a = A+ ip og 5=\ —1iu, p.e.a.s.
pu Il
y = Ae*(cos pa + isin px) + Ber(cos px — i sin pa).

Med pvi ad setja A = B = 1/2 og sidan A = —B = 1/(2i) ba sést ad
e cos px og e sin pa eru lika lausnir og par med eru allar lausnir lika sam-
antekt pessara tveggja falla. Raungildar lausnir fast svo med pvi ad velja

rauntolustudla.
O

Sitdasta setning gefur beinlinis forskrift ad almennri lausn ohlioradrar
annars stigs diffurjofnu med fostum studlum. Litum d nokkur dems.

Daemi 9.5.4. Leysum diffurjéfnuna
y' =3y +2y=0
Urlausn. Kennijafnan er
t?—3t+2=(t—-1)(t—-2)=0.
Almenn lausn diffurjéfnunnar er pvi

y = Ae” + Be™® med A og B ur R.
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Daemi 9.5.5. Leysum diffurjéfnuna

y'— 4y +4y =0
Urlausn. Kennijafnan er

2 — 4t +4=(t—2)>=0.
Almenn lausn diffurjéfnunnar er pvi
y = Are* + Be* med A og B ur R.

Daemi 9.5.6. Leysum diffurjéfnuna

Y +y +Ty=0
Urlausn. Kennijafnan er

Ptt+7=(t+3) "+ =0.

Hun hefur recturnar ¢ = —% + 23—‘2/3 ogt= —% — z% Almenn lausn diffur-
jofnunnar er pvi

y = Ae "/ cos(%x) + Be /2 sin(?’—‘Q/gx) med A og B ur R.

Setning 9.5.7. Ldtum a og b vera rauntélur og xog vera dkvedinn punkt ir
R. Pd gildir, fyrir hvada ¢ og d ir R sem er, ad til er nakvemlega ein lausn
a diffurjéfnunni

y//+ay/+by:0

sem uppfyllir y(xo) = ¢ og y'(zo) = d.

Sonnun. Athugum tilfellid pegar kennijafnan hefur tvofalda rot pad er ad
segja
t*+at+b=(t—a)

Pa er almenn lausn diffurjéfnunnar
y = Are™ 4+ Be™® med A og B ar R.
Vid viljum syna ad til sé nakveemlega ein talnatvennd (A, B) pannig ad

y(xo) = Axee®™ + Be®™ = ¢



9.5. OHLIDRADAR LINULEGAR ANNARS STIGS DIFFURJOFNUR
MED FOSTUM STUDPLUM 285

0og
y'(x9) = Ae®™ + Aaxge®™ + Bae®™ = d.

Pad jafngildir pvi ad jofnuhneppid

Axg + B = ce” "0
A(1 + axg) + Ba = de™ ™

hafi nakveemlega eina lausn. En s er raunin vegna bess ad

o 1 - . _
det<1+aaz0 a)—xoa (14 axy) =—-1#0.

Hin tilfellin eru sonnud a svipadan hatt. O
Athugasemd. Setninguna mé orda svo ad upphafsgildisverkefnid
y'+ay +by =0,  ylxe) =cogy(z)=d

hafi einkveema lausn. Sérstaklega gildir pvi ad ef y er lausn bar sem y(zg) =
y'(xo) =0 ba er y(x) = 0 fyrir 6ll z.

Daemi 9.5.8. Leysum upphafsgildisverkefnio
y'+y' +Ty=0, y(0)=1 og y'(0)=2.
Urlausn. 1 deemi 9.5.6 saum vid ad almenn lausn diffurjéfnunnar er

y=Ae™® cos(?’f ) + Be @/ 5111(3\[ ) med A og B ur R.

Skilyrdid y(0) = 1 gefur A = 1 og skilyrdid 3/(0) = 2 gefur -1 -5 3*/_B =2o0g
par med B = 3% Umbedin lausn er pvi

55 o).

y = e/ cos(3L3

Verkefni 9.5

Leysid ohliorudu linulegu diffurjéfnurnar ¢ demum 1-4.
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1 y'+44y=0 3 y'+y —-6y=0
2 Yy -y=0 4 ¥ -3y+2y=0
Leysio upphafsgildisverkefnin i demum 5-8.

5 y'+3y+4y=0, y(0)=1,¢4(0)=1

6 2y"+5y —3y=0, y(0)=1,4(0)=0
7 y' =8y +16y=0, y(0)=24(0)=4
8

y' =y +y=0, y(x/V3)=0y(r/V3) =3

9.6 Hlidradar linulegar annars stigs diffur-
jofnur med fostum studlum.

I pessari grein etlum vid ad fjalla wm lausnir d diffurjofnum af gerdinni

y' 4 ay' + by = f(x) (1)

par sem f: R — R er fall af tiltolulega einfaldri gero.
Ef y1 09 yo eru lausnir @ (1) pd fest

(y2 —v1)" + aly2 — y1) + b(y2 — y1)
= y2// + ayz’ + byy — (?/1” + ayl’ + by1)
=f(z) — f(x) =0,

svoY = ys — yy er lausn d ohliorudu jofnunni. Einnig sjaum vid ad ef Y er
lausn d ohliorudu jofnunni og yy er lausn d (1) pd fest

Y +y)" +aY +y1) +0(Y + 1)
=Y"+aY' +0Y +uy" + ay)’ + by,
=0+ f(z) = f(=)
bad er ad segja Y + yy er lausn d (1). Vid héfum pvi synt ad almenn lausn

d (1) feest med pvi ad finna einhverja lausn d (1) og beeta henni vid almennu
lausnina d ohliorudu jéfnunna.
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[ sidustu grein syndum vid hvernig unnt er ad leysa 6hlidrudu jofnuna svo
vandinn sem vid hofum vid ad glima hér er ad finna eina sérlausn. Vid ldtum
okkur hins vegar negja ad syna hér hvernig hegt er ad finna sérlausn pegar
f(x) er linuleg samantekt falla af gerdinni p(x) cos(kx)e™ og p(x) sin(kx)e™
bpar sem p er marglida og k og m eru fastar.

Setning 9.6.1. Ldtum p(x) vera margliou af stigin. Pd er til marglioa q(x)
hannig ad

q"(z) + aq () + bg(x) = p(z)

Efb#£0 pd erstigg=mn. Efb=00ga #0 pd erstigg=n+1. Efa=b=0
ba er stigg =n + 2.

Sonnun. Studlar 6pekktu margliounnar ¢ fast sem lausn & mjog einféldu
linulegu jofnuhneppi. O

Athugasemd. P6 svo vio hofum ekki ahuga a pvi & pessu stigi pa er rétt ad
benda & ad setningin er rétt fyrir margliour p(x) sem hafa tvinntélustudla og
béa verdur sérlausnin ¢(z) lika med tvinntolustudla. Sénnunin er eins.

Daemi 9.6.2. Leysum upphafsgildisverkefnio
y' =2y +2y=2° -2z, y(0)=1 og ¥'(0)=0.
Urlausn. Finnum fyrst sérlausn af gerdinni
q(7) = azx® + axr® + a1 + ay.
Vio faum

y" — 2y + 2y = 6asx + 2ay — 2(3aszx® + 2as + ay)
+ 2(azx® + agx® + ayx + ag)
= 2a37° + (2ay — 6az)x?
+ (2a1 — 4ag + 6az)x + 2a9 — 2a; + 2ay
= 2% — 2.

1
, a1 = 5 0g ayg = —1

3
2 2

Med pvi ad bera saman studla faest ad az = %, ay =
bar med er

q(z) = 32+ 32° + Lo — 1.
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Kennijafnan er t* — 2t +2 = (t — 1)+ 1 = 0 og hefur lausnirnar ¢ = 1+ og
t =1 — 4. Almenn lausn 6hliorudu jofnunnar er pvi

y = Ae" cosx + Be’sinx.

Almenn lausn upphaflegu diffurjéfnunnar feest med pvi ad baeta sérlausninni
vi0 almennu lausn 6hlidrudu jofnunnar, pad er

y = Ae® cosx + Be"sinx
1,3 3.2 1
Nﬂfaesty(O):A—l:logbViA:2ogy’(0):2+B+%:Oogbvi
B = —g. Lausnin & upphafsgildisverkefninu er pvi

_ 9.t g 1,3 43,2 1.
y=2e"cosx — ge'sinx + 5x° + Sx° + Jur — L.

Setning 9.6.3. Ldtum p(z) vera margliou og m vera fasta. Pd hefur diffur-
jafnan
y" +ay + by = p(x)e™ (2)

sérlausn af gerdinni y = q(x) - €™ par sem q(x) er marglida.
Sénnun. Setjum y(z) = u(z) - €™ inn i (2) og faum

(ue™)" + a(ue™) + b(ue™)
=u"e™ + (2m + a)u'e™ + (m* + am + b)ue™

= pla)e"™
sem jafngildir (e™* # 0 fyrir 6ll x)

u” + (2m + a)u’ + (m* + am + b)u = p(x). (3)
En samkveemt setningu 9.6.1 hefur (3) sérlausn sem er marglida. O

Athugasemd. Audséd er ad setningin er rétt po svo a, b og m veeru tvinn-
tolur og p(x) hefoi tvinntolustudla (sja athugasemd vid sidustu setningu).

Daemi 9.6.4. Leysum diffurjéfnuna

y' =2y +y = we” (4)
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Urlausn. Setjum y = ue® inn i (4) og faum
W —(2-1-2)0 +(1>=2-1+Du=u"==z.

Fallio x — 3: e” er pvi sérlausn. Kennijafnan er

P —2t+1=(t—1>=0
svo ad almenn lausn 6hliorudu diffurjéfnunnar er

y = Axe” 4+ Be”

og bar med er almenn lausn 4 (4)

y = Azxe® + Be® + %:pge
Setning 9.6.5. (i) Ldtum p(x) vera margliou og m og k vera fasta. Pd
hefur diffurjafnan

y" + ay’ + by = p(z) cos(kx)e™ (5)
sérlausn af gerdinni
y = q(x) cos(kx)e™ + r(z) sin(kx)e™

par sem q(x) og r(x) eru margliour.
(ii) Sama gildir ef vio héfum p(x) sin(kz)e™® 7 stad p(x) cos(kx)e™™ 7 heegri
hlio diffurjéfnunnar.

Sonnun. (1) Setjum w = m + ik. Pa gildir ad
p(z) cos(kx)e™ = Re(p(z)e™”).
Finnum nu tvinntolugilda sérlausn Y & diffurjéfnunni
y" +ay' + by = p(x)e”. (6)
Setjum Y (z) = U(x)e*”. Pa feest med innsetningu (eins og { sidustu sénnun)
U’ + 2w+ a)U’ + (w? + aw + b)U = p(z).

En bessi diffurjafna hefur sérlausn Q(z) sem er marglida med tvinntolustudl-
um (samanber athugasemd vid sidustu setningu). Par med er Y (z) = Q(x)e*”
sérlausn a (6) og y(x) = Re(Q(x) “’:’3) sérlausn a (5). Kljafum Q(z) i raun-
hluta og pverhluta og ritum Q(z) = Q1(z) + iQ2(x). Pa sést ad

Re(Q(2)e") = Re((Qu(x )+ZQ2( )) “(cos(kx) + isin(kx)))
= Q1(z) cos(kx)e™ — Qq(x) sin(kx)e™
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(ii) Sannad & sama hatt.

Daemi 9.6.6. Leysum diffurjéfnuna
y'+y +y=e"(cosz +sinz).

Urlausn. Hofum ad e® cosz = Re(e'™)%) og e®sinz = Im(eM*+9?). Setjum
Y (z) = U(z)e'*)* og faum med innsetningu diffurjéfnuna
U'+@B+20)U + (2+30)U =1.

Fastamarglidan Q(x) = ﬁ er lausn & pessari diffurjofnu svo ad

o 1+d)xz _ 2—3i (14+i)x
Y (z) = Q(z)et e = 1—36( +0)

er sérlausn a diffurjofnunni
y// + y/ +y= 6(1“)33.

Par med er

y1(z) =ReY (2) = €"(F cosz + & sinz)

sérlausn & diffurjofnunni
" / T
Y +y +y=e cosx

0g

y2(2) =ImY (2) = " (=% cosz + 3 sin)

sérlausn & diffurjéfnunni
2 / T o3
Yy +y +y=e sinx.

Af pessu leidir ad

T

y1(z) + yo(z) = %(5 sinx — cos x)

er sérlausn 4 upphaflegu diffurjéfnunni. Kennijafnan

+t+1=(t+1)?+3
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hefur lausnirnar ¢t = —% + i3 . Almenn lausn 6hlidrudu

jofnunnar er pa

_ ;3
)

y = Ae /2 cos(@:c) + Be™/? sin(@x)
og par med er almenn lausn upphaflegu diffurjéfnunnar
y = Ae /? COS(?ZL‘) + Be /2 sin(@x) + & (5sinz — cos z).

Athugasemd. Adferdina sem beitt er { deeminu hér 4 undan ma nota til ad
finna sérlausn 4 diffurjéfnu af gerdinni

y'+ay +by=fi+ fo (7)

par sem haegri hlidin er summa tveggja falla. Fundnar eru sérlausnirnar Y;
og Y, a diffurjofnunum

Y'+ay +by=f og y'+ay +by=fo

Pa er Y + Y sérlausn a (7).

Verkefni 9.6

Finnio almennar lausnir d diffurjofnunum ¢ demum 1-5.

1 ' +vy —6y=22%+5x>—Ta+2
y//+y1_2y:61
Yy +y = sinx

y" + 4y = sinx cosx

So TR S U S

y'—y — 2y =2e*sinx
6 Leysio diffurjéfnuna
y'—y=sinz+z

0g sannreynid med innsetningu ad rétt hafi verid reiknad. Finnid sidan
lausn sem fullnegir skilyroinu

lim y(z)

z—0 :p2

=0
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9.7 Einsleitar fyrsta stigs diffurjofnur

Skilgreining 9.7.1. Vid segjum ad fall f af tveimur breytisteerdoum x og y
sé¢ einsleitt ef fyrir sérhvern punkt (z,y) pannig ad f er skilgreint { (tx,ty)
fyrir sérhvert t # 0, gildir ad

[tz ty) = f(x,y).
Daemi 9.7.2. Follin
y — X
y+a’

R\ {(r,4) €R? -y = 0} = R; (1,y) (9“” +y)

R*\ {(z,y) eR? :x+y =0} = R; (z,y) —

R2\ (0,0) — R; (z, )l—>exp< 4+yy)

eru 0ll einsleit.

Skilgreining 9.7.3. Diffurjafna af gerdinni
y = [f(zy)

bar sem f er einsleitt fall kallast einsleit diffurjafna.
Tokum eftir ad fyrir x # 0 pd feest med pvi ad taka t = %

v = flay) = 11 2),

Setjum v =Y. Pd fest
y =@w-z) =vr+v=f(1,v)

0g pvi
x;l—z = f(1,v) —v.

En sidasta diffurjafnan er adgreinanleg. Litum d demi.

Daemi 9.7.4. Leysum diffurjéfnuna
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Urlausn. Setjum v = ? og faum

dv
e —v=1
:de +v -

1
/dv:/—d:c
T

sem gefur v = In || + c. Setjum ¥ inn { stad v og faum

og par med

y = z(In|z| + ¢).
Daemi 9.7.5. Leysum diffurjéfnuna
2y =y + a2+ y2

Urlausn. Fyrir x > 0 gildir

2 2 2
IS PRCGET VAT

y ==+
x x x x
Setjum v = £ og faum

d
xd—vzv+\/1+02—v:\/1+02
x

og par med

v= [ —dzx
V142 x
sem gefur Arsinhv = Inz + ¢ og pvi

Inz+c _ e~ Inz—c

v =sinh(lnz + ¢) = = 5(661‘ —e ‘—).

2
Almenn lausn diffurjéfnunnar fyrir z > 0 er pa

1
v:%(k%x—m) med k > 0.

Med bvi a0 setja £ inn { stad v feest

1
y:%(lmQ—E) med k > 0
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/.T2+ 2 2
y/:g—i—iy:g—ﬂl—i—y—?
X X X X

Setjum v = £ og fium med samskonar reikningum og adur ad

Fyrir z < 0 gildir

1
v =sinh(ln |z| + ¢) = %(W — k|zl) med k=e“>0.

Af pessu leidir ad

1
Fljotséo er ad fyrir hvada k > 0 sem er gildir ad
1
y = 5(ka* — )

er lausn & upphaflegu diffurjéfnunni a 6llu R.

Verkefni 9.7

1 [ stéouvatni er drlegt innrennsli pridjungur af vatnsmagni stéduvatnsins
og titrennsli hid sama. I stéduvatninu eru eiturefni, 0,05 mg/l. Vegna
hreinsunar minnkar magn eiturefna 7 innrennsli © 0,01 mg/l. Eftir hve
morg dr hefur magn eiturefna i vatninu minnkad um helming?

2 Finnid lausn a diffurjofnunni

zy — 2y = 4z3y/?

d ollu R sem fullnegir upphafskilyroinu y(1) = 1. [Abendz’ng: Marg-
faldio meo y*I/Q.}

3  Ldtum x = e*. Synid ad sérhver lausn d diffurjofnuni 4z*y" +y = 0,
x >0 sé€ lausn d diffurjéfnunni

4d%y  Ady
e -
dz? dz Y

Akvardid sidan 61l folll f sem fullnegja jofnunni

ra =51 (3)

fyrir oll x > 0.
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9.8 Veldisvisisfallid i tvinntalnasléttunni og
hornafollin

Vio vitum a0 fyrir sérhvert x dr R gildir ad e® =" mrf 0g par sem rodin

Yoo Z—T,L er samleitin fyrir oll z ur C er edlilegt ad framlengja veldisvisisfallio

yfir d allt C med pvi a0 setja

o0 n

Exp(z) = Z %

n=0

Vio etlum ad syna fram d ad pessi skilgreining gefi sama fallio og skilgreining
(9.4.2), p.e.a.s. ad Exp(x +iy) = exp(z + iy).

Setning 9.8.1. Exp(z + w) = Exp(z) - Exp(w) fyrir 6ll z,w € C.

Sonnun. Latum z,w € C. Par sem Exp(z + w) = lim,,_,o ZnNO (ZJ;L—Q,“)H og

Exp(z) - Exp(w) = lim,, s an = an “+ ba naegir ad syna fram & ad

JL%(Z IS W)ZO- W

|
n=0 n=0 n

n N

w
g

S
3

Latum N vera natturulega tolu. Reynum ad meta steerdina

2" N w" N z+w
SDDEIRD D @

n=0 =0

-
3

med bpvi ad nota tviliduformiluna getum vid umritad seinni lidinn i (2)

N w)n Al n ko ok A
Z‘( n!)‘:ZaZ<k)zw :;§H'(n—k)! )

c . . . J k . .
Fyrri lidurinn 1 (2) er summa allra talnanna %7 - 47 bar sem j og k eru &

milli 0 og N. Reiknum summuna pannig Gt ad vid tokum saman lidi par
sem summa veldisvisanna j + k er fost tala n milli 0 og N og leggjum bessar

samantektir saman:
>y oo

n=0 j+k=n
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En pennan 1id ma umrita med pvi ad setja k =n — j

Sy o

n=0 j+k=n

sem er elnmltt SV Zt:“,”)n samkveemt (2). 1 (2) stendur pa eftir summa

beirra lida = 5 bar sem j + k > N. Reiknum bpessa summu ut likt og adur

var gert:
J
Z Z jl kl o Z Z -

n=N+1 j+k=n nN+1]nN

wn— J

(7 byrjar i n — N vegna bess ad n — j < N). Vid faum nu eftirfarandi groft
mat 4 (2)

>y o

n=N+1 j+k=n

>y e

1
n=N+1j=n—N J: ‘n
(setjum r = max{|z|, \w|})

<Yy

n= N—l—l] n=N+1 j=n—N

S Dl P D) P

nN+1 jnN

j
(notum tviliduformaluna 4 2" = (1 +1)")

2N, 2N

— Z %2"< Z (27;)n—>0

n=N+1 n=N-+1

pegar N — oo vegna bpess ad

lim
N—o0 ’rL'
n=0

Par med hofum vid synt ad (1) gildir. O

Ldatum ni w vera dkvedna tvinntélu og litum d fallio

[e.e]

R — C;t — Exp(wt) = Z

n=0

ntn

n!
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Fyrir sérhvert n getum vid klofio w™ 7 raun- og pverhluta og skrifad w™ =
a, + 1b,. Pd fest

d d = apt” 1 b t"
dt( xp(wt) dt(nz:% n! +znz:% n! )
0 antn—l . 0 bntn_l
; 1) “; (n—1)!
>+ i)
= a, + ib,,
n=1 ( _1)'
>t
= wn
—~  (n—1)
> w1 =1
= W -

(n—1)!

L W
R D]

= w - Exp(wt).
Vio hifum synt ad fallio R — C;t — Exp(wt) er lausn d diffurjofnunni

Yy = wy.

En 7 setningu 9.4.5 héfum vid synt ad sérhver tvinntolugild lausn diffurjéfn-
unnar er af gerdinni

y = Aexp(wt) med A ir C

svo a0 Exp(wt) = Aexp(wt) fyrir eitthvert A. Med pvi ad segja t = 0 fest
a0 A =1 svo ad Exp(wt) = exp(wt). A0 lokum: Exp(x + 1y) = Exp(z) -
Exp(iy) = exp(z) - exp(iy) = exp(x + iy) vegna (1) og pess ad Exp(x) =
exp(z) ef x € R).

Tokum ni w =i og litum d fallio R — C;t — €. Um petta fall gildir ad

12 . R . . s
‘ezt‘ :elt~e”:e”-e ztzezt ztzeozl

svo pad varpar R d einingarhringinn. Ennfremur gildir a0

%(e”) =ie" og |ie"| = |i||e"] =1.
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Ef vid imyndum okkur ad e sé stada dkvedinnar agnar klukkan t pd lijsir
vorpunin t — €' hreyfingu agnar eftir einingahringnum og par sem hradavig-
urinn hefur einingarlengd pd hreyfist 6gnin med ,einingarhrada®. Vid héofum
Dot leitt nokkur rék ad pvi ad vorpunin t — e sé vorpunin sem vid gengum
Ut frd ad veeri til pegar vid fjolludum um hornaféllin ¢ grein 3.3.

e’
ot
Mynd 9.4:

Pao er pui edlilegt ad skilgreina follin kosinus og sinus sem

cosx = Ree™ = eere
2
09 _ _
) | . el _ ot
sinz = Ime"” =
21
Nu gildir a0
i i (Zl‘)n i (_l)ann i (_1)nl,2n+1
[ = =
n! 2n! (2n +1)!
n=0 n=0 0
svV0 ad
B > (—1)”372”
cosT = ; o]
09

7 samremsi vid demi 8.3.2.
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tanh, 187, 223

A
Abel
hlutsummuformaiila -, 249
adfeldi, 28
afleida
andhverfu, 104
breidbogafalls, 188
cos, 100
falls, 98
fastafalls, 100
margfeldis, 101
margliou, 102
samskeytts falls, 103
sin, 100
summu, 101
x", 102
afleidur
heerri, 116
Akkilles, 52
alsamleitni
heildis, 237
radar, 63
tvinntalnaradar, 64
andhverfa
falls, 36
vorpunar, 360
annars stigs jafnan, 20
atek vorpun, 36

ateekt fall, 36

B

beygjuskil, 120

beygjuskilapunktur, 120

bilslanga, 229

breidboga-
kosekans, 187
kosinus, 186
kotangens, 187
sekans, 187
sinus, 187
tangens, 187

breidbogafall, 186

C
Cauchy
medalgildissetning -, 114
Cavalieri
logmal -, 223
stykki, 223
cos, 93
cosh, 186
coth, 187
csch, 187

D

a(D), 143

de I’Hopital
regla, 122

Descartes R., 17
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-Df, 98 tvinntolugilt, 276

df /dz, 98 vazandi, 87

diffrun, 98 fallgildi, 35

folgin, 136
diffurjafna, 185, 263
adgreinanleg, 265

fallrit, 37
fastafall, 115
fastaruna, 39

einsleit, 292 ferill, 218
fyrsta stigs, 272 Fibonacci, 38
hliorud, 26/ -runa, 38
lausn -, 264 -tolur, 32
linuleg, 264 frarlego

ohlioruo, 264
olinuleg, 264

E

e, 171
etningarhringurinn, 93
eintek vorpun, 36
eintekt fall, 36

millt tvinntalna, 19

punkts frd fleygboga, 109

flatarmdl
hjortungs, 222
hringgeira, 143
svedis, 143, 144

svedis milli ferla, 214

G
F gagntek vérpun, 36
1,98, 149 gagntekt fall, 36
f'(a), 98 gammafallio, 240
fall, 35 Gauss K.F., 13
atekt, 36 geusli, 93
diffranlegt, 98, 276 geometrisk 160, 59
etnhalla, 88 quldi
einsleitt, 292 falls, 35

eintekt, 36
gagntekt, 36
heildanlegt, 147

heildis, 239

talnarunu, 38

thvolft, 117 H

kupt, 117 hao breyta, 36

minnkandi, 88 hagildi, 108, 115, 117, 132
samfellt, 99 stadbundio, 108
stranglega minnkandi, 88, 115 vidfeomt, 108
stranglega vaxandi, 88, 115 hdlflina, 219

takmarkad, 36 Hamilton W.R., 13
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heildanlegt fall, 147
heildi, 150
alsamleitio, 237
efra, 149
fastafalls, 150
margliou, 167
nedra, 149
oerginlegt, 233
osamleitio, 233
samleitio, 232, 237
heildisprof, 241
heildun, 141, 256
hetldunarpdttur, 272
hjortungur, 219
hlutafleioujafna, 263
hlutheildunarformaila, 19/
hlutsumma radar, 53
hlutsummuruna, 53
hnitaplan, 218
holkur, 228
horn, 93
hornafall, 92, 179
hropmerkt, 28

I
thvolft fall, 117
inf, 36

K
kartesisk hnit tvinntolu, 17
kedjuregla, 103
kennijafna, 280
kikisroo, 58
klemmuregla, 45, 80
kosinus, 92
kipt
fall, 117
stykki, 224

kvotaprof, 65

L

laggildi, 108, 115, 117, 132

stadbundio, 108
vidfeomt, 108

lausn diffurjéfnu, 264, 266, 272, 282,

288, 289
einkvem, 269
linulegrar annars stigs, 28/
raungild, 282
tvinntolugild, 278, 280

leif, 127

lengd tvinntolu, 15
Leonardo, 38
liour

i talnarunu, 38

lygraafleioa, 175
lygri, 169, 173

M

margfeld:

falla, 37
runa, 39
runu og tolu, 39

runumarkgilda, 46
tvinntalna, 13, 1/

marqgfoldun

tvinntalna, 15

marglida

7 tvinntélunum, 21
med rauntélustudlum, 22

markgildi

heildis, 239
oendanleg -, 69
rauntalnarunu, 39-41

markgildissamanburdarprof, 56
medalgildissetning, 112
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Cauchys, 114 flatarmdls sveda, 144
fyrir heildi, 159 heilda, 152
meginsetning lygra, 170
algebrunnar, 21 runumarkgilda, 46
mengi Taylor-marglida, 128
meelanlegt, 141-145 veldisvisisfalla, 172
myndmengi, 36 restliour, 127
Rolle
N

setning -, 112
rotarprof, 67
rummdl, 223

bilslongu, 229

nattirlegar tolur, 25
ndtturlegi lygrinn, 169
Newton I., 163
nullstoo falls, 84

runa, 38
lo) osamleitin, 41
oendanleg 160, 53 samleitin, 40
ohao breyta, 36 rectt fall, 103
oredar tolur, 11 erginlegt, 205
osamleitin runa, 41 160, 53
alsamleitin, 64
R geometrisk -, 59
radstéfunarmengi, 35 skilordsbundio samleitin, 65
rakin framsetning, 38 skilyrt samleitin, 65
raungilt fall, 35
raunhlutaruna, 42 S
raunhlutarcd, 64 samanburdarprof
raunhluti fyrir heildi, 235
falls, 276 fyrir radir, 56
tvinntolu, 13 samfelldni
rauntalnaruna, 38, 43 a
einhalla, 43 kéflum, 161
minnkandi, 42, 62 samlagning
samleitin, 43 runa, 39
takmorkuod, 42, 43 tvinntalna, 13-15
vazandi, 42, 70 samleitin runa, 40
rauntolufall, 35 samleitns
retknireglur heildis, 233
afleida, 101 radar, 54, 63, 69

breidbogafalla, 187 rauntalnarunu, 40
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runusummau, 47
skilorobundin - radar, 65
tvinntalnarunu, 41
veldaradar, 246
samleitnigeisli, 247
samleitnihringur, 247
samleitniprof
fyrir oeiginleg heildy, 235
samleitniradius, 247
samoka tvinntala, 17
samskeyting varpana, 37
sech, 187
sérlausn, 287-289

sin, 93

sinh, 186

sinus, 92

skauthnit, 16, 218
punkts, 218

tvinntolu, 16, 218
skilgreiningarmengi, 35
skipting a bili, 145
snertilina, 98
snuostykkr, 226
stefnir d

fall - cendanlegt, 86

rauntalnaruna -, 40

rauntalnaruna - oendanlegt, 69

tvinntalnaruna -, 41
stefnuhorn tvinntolu, 15
stig

diffurjofnu, 263
stofnbrot, 205
stofnfall, 139, 166, 277

nattirlega lygrans, 196

stofnbrots, 205
studlar veldaradar, 246
stooupunktur, 109
summa

falla, 36
rada, 5
radar, 54
runumarkgilda, 46
summubreyta, 26
sup, 36
svedi
meelanlegt, 141, 142
takmarkao, 141, 142

T
takmarkaod fall, 36
takmorkud vorpun, 36
talnaruna, 38
tanh, 187
Taylor-formala, 127
Taylor-lioun, 125
Taylor-marglida, 126

arctan, 189

cosh, 189

sinh, 189
Taylor-réo, 259
tviliouformala, 28
tvilioustuoull, 28
tvinntalnaruna, 38, 39, 41
tvinntolur, 12, 13

U
undirstoousetning

sterdfredigreiningarinnar, 164

undirsumma, 147
upphafsgildisverkefni, 269
upphafsskilyroi, 269
utgildi, 109

stadbundio, 108

| %4
veldaréo, 246

framsetning falls med, 253
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samleitin, 246
veldisvisisfall, 171
veldisvisisfallio, 171, 277, 295
vizlradarprof, 62
vizlréo, 61
vorpun, 35

w
Wessel C., 13

Y
yfirsumma, 147

Z
Zeno, 52

b
brepaskilgreining, 38
bprepasénnun, 25
prepun, 25
prihyrningsdjafna, 18
pverhlutaruna, 42
bpverhlutaréo, 64
pverhluti

falls, 276

tvinntolu, 13
pversnio, 223
bversiogn, 52
pvertilur, 13



