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Tolur og mengi



1 Stok og mengi

Vid munum leggja hugtokin ,stak”, ,mengi“ og ,vera i“ til grundvallar
peirrar steerdfreedi sem hér verdur fario 1. Pad pydir ad pau verda ekki skil-
greind ut fra 60rum einfaldari hugtokum. Pau eru frumhugtok. Hinsvegar
mé reyna ad gefa lysingu a4 pvi hvad att er vido med pessum ordum, an pess
a0 um skilgreiningu { steerdfraedilegum skilningi sé ad raeda.

Stak er einstakur hlutur eda fyrirbeeri. Hlutir peir sem hér um raedir geta
verid hvort sem er, raunverulegir eda ohlutstaedir. En med pvi ad peir séu
einstakir er att vid ad peir séu adgreinanlegir, ad haegt sé ad fjalla um pa einn
og einn. Pad er augljoslega naudsynleg forsenda pess ad haegt sé ad fjalla um
béa & steerdfreedilegan hatt. Hugtakid ,stak” er pvi grundvallarhugtak i allri
steerdfraedi.

Pegar reett er um stok pa er naudsynlegt ad gefa peim néfn, nota takn
fyrir pau. Til pess ad unnt sé ad adgreina pau stok sem til umraedu eru mé
ekki nota sama tédknid fyrir tvo eda fleiri mismunandi stok { sama samhengi.
Aftur & méti ma nota mismunandi tékn fyrir sama stakid. Pad ad tvo takn,
segjum a og b, séu nofn & sama stakinu er gefid til kynna med pvi ad skrifa

a=">
Ad a og b séu takn fyrir tvo mismunandi stok er hinsvegar ritad

a#b

I samreemi vid almenna malvenju vid notkun nafna munum vid segja einfald-
lega ,,a sé stak” 1 stad ,,a sé takn fyrir stak®, tala um ,stakid a* { stad ,stakio
sem taknad er med a“, segja ,stokin a og b eru som* i stad ,,a og b eru tdkn
fyrir sama stakid“ o.s.frv.

Pegar fjallad er um stokin pé er ad sjalfségou oft fjallad um hopa eda s6fn
staka. En { moérgum greinum steerofreedinnar er naudsynlegt ad fjalla um
sofnin sjalf & steerdfreedilegan hatt. En pa purfa sofnin ad vera stok. Mengi
er safn staka sem sjalft er stak, samantekt akvedinna staka i eina heild, eitt
stak. Pau stok sem mynda safnid, sem tekin eru saman i pessa heild, eru
s6gd vera 7 menginu eda liggja { menginu, og mengid er sagt hafa stokin eda
innihalda stokin. Med pvi ad stokin i heildinni séu dkvedin er att vid ad fyrir
sérhvert stak og sérhvert mengi sé vist ad annadhvort sé stakid { menginu eda
ekki. Pad a0 stak a sé { mengi M er tdknad med

ae M
A0 stakid a sé ekki { menginu M er aftur & moti ritad

a¢ M

2



Par sem lysingar okkar & pvi hvad att er vid med frumhugtékunum geta
ekki talist fullkomnar skilgreiningar, pa getum vid ekki notad peer sem und-
irstoour sannana & setningum um stok og mengi. Vid verdum ad leggja
akvednar reglur til grundvallar, reglur sem ekki verda sannadar ut fra 6orum
augljosari, frumsetningar. En ad sjalfsogdu ma reyna ad gefa skyringar &
inntaki einstakra frumsetninga, an pess ad um sannanir i sterdofraedilegum
skilningi sé ad raeda.

Vio skiljum hugtakid ,mengi“ pannig ad sérhvert mengi sé édkvardad af
peim stokum sem 1 pvi eru, ad pad sé adeins had pvi hvada stok eru tek-
in saman 1 pessa heild, en ekki hvernig pau eru pad. Vid ordum betta i
frumsetningu a eftirfarandi hatt.

Frumsetning (um yfirgrip): Mengi M og N eru som ef pau hafa sému
stokin.

A0 mengi M og N séu som byodir pa tvennt. Annarsvegar ad sérhvert
stak 1 M sé lika i N og hinsvegar ad sérhvert stak i N sé lika i M. DPetta
gefur okkur tilefni til eftirfarandi skilgreiningar.

Skilgreining: M og N séu mengi. Ef sérhvert stak i M er lika i NV pa er M
sagt vera hlutmengi i N, taknad

MCN

Ef M er hlutmengi i N en M # N ba er M sagt vera eiginlegt hlutmengi i
N, taknad
MCN

N1 er eftirfarandi setning augljos af ofanségou.

Setning 1.1: Fyrir sérhver mengi X, Y og Z gilda reglurnar:
(i) XCX

(ii)) efXCYogYCXbhbaX=Y

(iii) ef XCYogYCZbaXCZ

Par sem mengi er akvardad af peim stokum sem pad hefur, p4 ma lysa
mengi med faum stokum med pvi ad telja einfaldlega upp pau stok sem 1 pvi
eru. Pa0d hefur gefio tilefni til notkunar sérstakra tdkna fyrir slik mengi. Ef
mengid M hefur stakid a en ekkert annad stak pa er skrifad

M = {a}



Ef M hefur stékin a og b en engin 6énnur stok ba er ritad
M = {a,b}

o.s.frv.

Vid munum ad sjalfsogou skilja hugtakid ,mengi pannig ad ef a er stak
béa sé til mengi sem inniheldur a en ekkert annad stak, og ef a og b eru stok péa
sé til mengi sem inniheldur a og b en engin 6nnur stok. Petta parf audvitad
a0 koma fram 1 frumsetningu. En vid notum teekifeerid til pess ad koma pvi
ad ad vid litum & tomt safn sem einstakan hlut, sem stak og par med sem
tomt mengi.

Frumsetning (um litil mengi):

(i) Til er mengi sem hefur ekkert stak.

(ii)  Ef a er stak pa er til mengi sem hefur a en ekkert annad stak.

(iii) Ef a og b eru stok ba er til mengi sem hefur a og b en engin énnur
stok.

[ raun er lidur (ii)  pessari frumsetningu éparfur. Hann faest nefnilega af
1id (iii) med pvi ad taka b = a. A tdknmali: {a} = {a,a}.

Ef mengid M hefur ekkert stak og N er eitthvert mengi pa er M hlutmengi
i N. Annars hlyti ad vera til stak { M sem ekki veeri { N. En slikt stak er
greinilega ekki til ef M er tomt. Ef N hefur nt heldur ekkert stak pa er af
somu asteedu N lika hlutmengi { M. Samkveemt Setningu 1.1 (ii) er par med
M = N. Vid héfum pvi sannad eftirfarandi setningu.

Setning 1.2: Ekki er til nema eitt mengi sem hefur ekkert stak. Pad er
hlutmengi i sérhverju mengi.

Skilgreining: Mengid sem ekkert stak hefur heitir toma mengid. Pad er
taknad med

0

Mengi med mjog morgum stokum er 6gerningur ad lysa med pvi ad telja
upp stokin i pvi. I stad pess notfeerum vid okkur pad ad stokin { menginu geta
haft einhvern sameiginlegan eiginleika sem onnur stok hafa ekki, ad stokin {
menginu geta uppfyllt eitthvert skilyrdi sem onnur stok uppfylla ekki.

Vid skulum segja ad gefinn eiginleiki sé vel skilgreindur ef fyrir sérhvert
stak er vist a0 annadhvort hafi pad pennan eiginleika eda ekki. Ef E taknar
slikan eiginleika ba verdur pad ad stak x hafi hann taknad med E(z). Gerum
ni rad fyrir ad M sé mengi pannig ad fyrir sérhvert stak x gildi ad x € M
ba og bvi adeins ad E(x). Af frumsetningunni um yfirgrip leidir pa ad M
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er algjorlega akvardad af E. Vid segjum pvi ad E sé skilgreinandi eiginleiki
fyrir M og ad M sé mengi beirra staka = pannig ad E(x), taknad

M ={xz|E(x)}

Vid héfum til deemis O = {z|x # =} og {a,b} = {z|x = aedax =b}.
(Bokstafurinn ,,z“ er hér aukaatridi. I stad hans méa nota mé sérhvert bad
takn sem ekki hefur pegar fengid fasta merkingu { samhenginu.)

Sérhverju mengi M mé lysa med skilgreinandi eiginleika — til deemis er
M ={x|x € M}. En fyrir gefinn vel skilgreindan eiginleika F parf ekki ad
vera til mengi M pannig ad M = {z | E(z) }. Sem deemi ma taka eiginleikann
a0 vera mengi sem ekki er stak { sjalfu sér. Ef petta veeri skilgreinandi
eiginleiki fyrir mengi M ba gilti fyrir sérhvert stak = ad x € M ba og pvi
adeins ad x veeri mengi og = ¢ x. Petta gilti pba sér { lagi fyrir x = M, svo
ad M € M ba og bvi adeins ad M ¢ M, sem er greinilega motsogn. Slikt
mengi M getur pvi ekki verid til. I tilfellum sem pessum er stundum sagt ad
{z| E(x)} sé ekki til.

Vid gerum samt rad fyrir ad vel skilgreindur eiginleiki dkvardi hlutmengi
i sérhverju fyrirfram gefnu mengi:

Frumsetning (um hlutmengi): U sé mengi. Ef E er vel skilgreindur eigin-
leiki pa er til mengi sem hefur 61l pau stok i U sem hafa E en engin 6nnur
stok.

Mengio i pessari frumsetningu, mengi allra peirra staka x € U bannig ad
E(z), er venjulega taknad med

{zeU|E(x)}
En ad sjalfsogdu ma einnig nota { z |z € U og E(z) }.

Vid skulum ni athuga hvad verdur um deemid hér ad framan ef vio tak-
morkum okkur vid stokin {1 fyrirfram gefnu mengi U. Samkveemt frumsetn-
ingunni um hlutmengi er til mengi

M={xeU|rermengiogz ¢z}
Ef nit M € U Dpa fengist 4 sama hatt og adur motsognin: M € M bé og pvi
adeins ad M ¢ M. Pvi hlytur ad gilda M ¢ U. Petta synir ad til er mengi

sem ekki er stak 1 U. Sér { lagi feest eftirfarandi setning.

Setning 1.3: Ekki er til mengi sem hefur 61l stok.



Pvi midur pekkja menn enga adferd til pess ad sja pad a gefnum vel
skilgreindum eiginleika hvort hann skilgreini mengi eda ekki. Ekki heldur
neinn einn flokk vel skilgreindra eiginleika sem dkvarda mengi, nogu vidteekan
til pess ad fullnaegja porfum nitima sterdfraedi. Pvi eru einstakir flokkar
slikra eiginleika taldir upp { frumsetningum. Sidustu tveer frumsetningar
voru einmitt af pessu tagi og naestu tveer verda pad lika.

Frumsetning (um veldismengi): U sé mengi. Pa er til mengi sem hefur 6l
bau stok sem eru hlutmengi { U en engin 6nnur stok.

Mengi bessu, mengi allra hlutmengja i U, ma lysa sem { X | X C U }.

Skilgreining: U sé mengi. Mengid { X | X C U } heitir ba veldismengi U.
Pad er taknad med
PU)

Ef U er litid ba er audvelt ad lysa P(U). Til deemis er P(0) = {0},
P({a}) ={0,{a}} og P({a,b}) = {0,{a}, {b},{a,b}}. Vid vekjum athygli 4
bvi ad P(U) er alltaf mengi mengja, b.e. mengi pannig ad sérhvert stak i pvi
er lika mengi.

Frumsetning (um sammengi): C sé mengi mengja. P4 er til mengi sem
hefur 6ll pau stok sem eru 1 a0 minnsta kosti einu mengjanna sem eru i C, en
engin énnur stok.

Mengid i pessari frumsetningu, mengi allra peirra staka sem eru i einhverju
mengjanna { C, er { z|til er X € C med z € X }.

Skilgreining: C sé¢ mengi mengja. Mengid {x|tiler X € C med z € X }
heitir b4 sammengi mengjanna i C. Pad er taknad

U x

XeC

I frumsetningunni um sammengi ma mengid C vera tomt. Vid hofum
einfaldlega Jy.y X = 0. Viljum vid hinsvegar mynda mengi allra beirra
staka sem eru { 6llum mengjunum 1 C, pa verdum vid ad gera rad fyrir ad
C # (). Sérhvert stak er nefnilega i 6llum mengjum sem eru i ). En samkvsemt
setningu 1.3 er ekkert mengi til sem hefur 6ll stok. Aftur & moti purfum vio
ekki sérstaka frumsetingu til pess ad geta myndad petta mengi.



Setning 1.4: C sé ekki tomt mengi mengja. P& er til mengi sem hefur 61l
bau stok sem eru i 6llum mengjunum sem eru i C, en engin énnur stok.
Sonnun: Par sem C er ekki tomt pa er til mengi A € C. Vid setjum

M :={z e A|fyrir 6ll X € C gildir z € X }

(Téknid ,;:=" stendur fyrir ,er skilgreint sem“.) Ljost er ad ef x € M bé er z
i 6llum mengjum X € C. En ef x er 1 6llum mengjum X € C ba er sér 1 lagi
x € A, auk pess ad x € X fyrir 6ll X € C, par med x € M. Petta synir ad
M hefur 61l pau stok sem eru i 6llum mengunum i C, en engin énnur.

Mengio i Setningu 1.4, mengi allra peirra staka sem eru i 6llum mengjun-
um i C, mé rita sem { z |fyrir 61l X € C gildir z € X }.

Skilgreining: C sé ekki tomt mengi mengja. Mengid { x| fyrir 61l X €
C gildir z € X } heitir pa snidmengi mengjanna i C. Pad er tdknad

X

XeC

Vid skulum nu athuga sammengi og snidmengi mengja { litlum mengjum.
Vid hofum pegar sé0 ad | Jyyp X = 0 og ad [y X er ekki til. Ef na A er
mengi pé er greinilega Jyc 4 X = A 0g Ny X = 4.

Skilgreining: A og B séu mengi. Mengid UXe{A,B} X heitir p4 sammeng:
A og B. Pad er einnig taknad

(AU B)
Mengid ﬂXe{AB} X heitir hinsvegar snidmengi A og B. Pad er taknad me0

(AN B)

Ef A og B eru mengi ba getum vid greinilega skrifad (AN B) = { x|z €
Aogx € B}. En adur en vid lysum (A U B) med skilgreinandi eiginleika
getum vid pess ad ordid ,eda” hefur tveer mismunandi merkingar i daglegu
mali. Onnur peirra ttilokar ad um bada moguleikana geti verid ad raeda, hin

ekki. I steerdfreedi er ,eda” adeins notad i sidar nefndu merkingunni. Med
bad { huga sést ad (AUB) ={ x|z € Aedax € B}.

Setning 1.5: Fyrir sérhver mengi X, Y og Z gilda reglurnar:
(i) (XUud)=X



(i)
(iii)
(iv)
)
(vi
(vii
(viii
(ix
(x (XNnY
Ennfremur:

(xi) X C(XUY)

(xii) (XNY)CX

(xiii) ef Y CZDba (XUY)C(XUZ)
(xiv) ef Y CZba(XNY)C(XNZ)

(xv) ef XCZogY CZba(XUY)CZ
(xvi) ef ZC Xog ZCYPaZC(XNY)
Sonnun: Heimaverkefni.

[ samsetningum mengja med ,,U" og ,,N“ er greinilega oheett ad sleppa yztu
svigunum an pess ad til misskilnings komi. Par sem pad einfaldar rithattinn,
b4 munum vid gera pad og skrifa t.d. ;AU (BUC)" i stad ,, (AU (BUC))"
og ,AU(BNC) istad ,(AU(BNC))". Hinsvegar er yfirleitt ekki oheett
a0 sleppa innri svigum. Til deemis er 6ljost hvort ;A U B N C* atti ad pyda
LAU(BNC)* eda ,(AU B)NC*. Samkvaemt reglu (vii) i setningunni hér ad
ofan getum vid po leyft okkur ad nota rithattinn ;AU BUC* fyrir hvort sem
er, ,AU(BUC)" eda (AU B)UC* Eins veldur rithatturinn ,AN B N C*
engum miskilningi vegna reglu (viii) i setningunni. Vid munum & sama hatt
spara okkur svigaskriftir vid annarskonar samsetningar sem sidar munu koma
fyrir.

Skilgreining: Ef A og B eru mengi pba heitir mengid
A\B:={z|lz€Aogr ¢ B}

mengjamismunur A og B. Ef M er mengi og A er hlutmengi i M pa heitir
M \ A einnig fyllimengi A1 M.

Setning 1.6: Fyrir sérhver mengi X, Y og U gilda reglurnar
(i) U\N0=U

i) U\NU=0

(i) U\N{U\X)=UnNX

(iv) U\NXUY)=U\X)N({U\Y)
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(v)  UNXNY)=U\X)u(U\Y)
Sonnun: Heimaverkefni.

Vio ljukum pessum kafla med frumsetningu um mengi sem er af 60ru tagi
en fjorar sidustu frumsetningar. Fyrst kemur po skilgreining.

Skilgreining: U sé mengi. Mengi C af hlutmengjum i U er sagt vera delda-
mengi af U ef eftirfarandi gildir:

i) efXeChbaX#0D

(ii)) efX,YeCogX#AYDbaXNY =0

(iii)) UyeeX=U

Athugio a0 1 1id (ii) i skilgreiningu pessari hofum vid skrifad , X, Y € C* i
stad ,X € C og Y € C*. Vido munum oft nota slikar styttingar til einféldunar
rithattarins.

Af skilyrdunum { skilgreiningunni leidir ad fyrir gefio stak a € U er til eitt
og adeins eitt X € C pannig ad a € X. Petta X er kallad deild staksins a
(med tilliti til C).

Frumsetning (um val): C sé deildamengi af mengi U. P& er til hlutmengi
C 1 U sem inniheldur eitt og adeins eitt stak ar sérhverju X € C.

Mengi C eins og i pessari frumsetningu er stundum kallad fulltriamengi
fyrir C.



2 Varpanir

Skilgreining: Ef a og b eru stok pa heitir mengid

[a,b) == {{a, b}, {a}}
orin fra a til b.

Setning 2.1: Fyrir sérhver stok z, y, u og v gildir reglan:

ef [z,y) = [u,v) bAzr=uogy=wv
Soénnun: Ef a og b eru stk ba er [a, b) mengi mengja og 1jost er ad snidmengi
mengjanna i pvi er {a} og sammengid {a,b}. Ef [x,y) = [u,v) ba feest bvi
ad {x} = {u} og {z,y} = {u,v}. Af bvi fyrra sést ad x = u. Pad sidara segir
ba ad {x,y} = {z,v}. Ef y # x ba feest af y € {z,v} ady =v ogef v # x
bé feest af v € {x,y} ad v =y. En ef y =z og v = x b4 feest lika y = v.

Skilgreining: A og B séu mengi. Vérpun f fra A til B er mengi f af 6rvum
[a,b), bar sem a € A og b € B, bannig ad fyrir sérhvert a € A sé til eitt og
adeins eitt b € B med [a,b) € f.

A0 f sé vorpun fra mengi A til mengis B er oft taknad f : A — B. Ef
f:A— B er vorpun og [a,b) € f ba er sagt ad f varpi a i b og stundum
skrifad f :a 0.

Skilgreining: f: A — B sé vorpun. Ef a € A ba er stakid b € B bannig ad
[a,b) € f nefnt mynd a vid f og er taknad med

f(a)

Reyndar er stundum einfaldlega skrifad fa 1 stad f(a).

Setning 2.2: Fyrir sérhverjar varpanir f : X — Y og g : X — Y gildir
reglan:

f = g ba og bvi adeins ad f(z) = g(z) fyrir 6ll z € X.
Soénnun: Af skilgreiningunum hér ad ofan leidir ad f = { [z, f(z)) |z € X }
og g ={[z,g(x))|x € X }. Setningin er augljos afleiding af pvi.

I reynd er einstékum vorpunum venjulega ekki lyst med bvi ad gefa upp
mengi af 6rvum. Til pess ad lysa vorpun f fra mengi A til mengis B er
nefnilega samkvemt Setningu 2.2 nog ad lysa pvi fyrir sérhvert stak i A
hvada stak 1 B sé mynd pess vid f. En gaeta verdur pess ad su lysing eigi vio
eitt og adeins eitt stak i B.
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Skilgreining: f: A — B og g : B — (' séu varpanir. Vorpunin fra A til C,
sem varpar sérhverju staki a € A i stakio g(f(a)), er nefnd samskeyting f og
g. Hian er taknud med

gof

Setning 2.3: Fyrir sérhverjar varpanir f : X =Y, g:Y — Zogh:Z —- W
gildir reglan:

(hog)of=hol(gof)
Sénnun: Fyrir 6ll 2 € X gildir ((hog)o f)(x) = (hog)(f(z)) = h(g(f(x))) =
h((go f)(x)) = (ho(go f))(z).

Skilgreining: A sé mengi. Vorpunin fra A til A, sem varpar sérhverju staki
a € A1 a, er nefnd hlutlausa vorpunin 4 A. Han er taknud med

id4

Setning 2.4: Fyrir sérhverja vorpun f : X — Y gilda reglurnar:

(i) foidy=f

(ii)) idyof=f

Soénnun: Fyrir 6ll x € X gildir (f oidy)(z) = f(idx(x)) = f(z) og (idy o
N@) =idy(f(x)) = f(=).

Skilgreining: Vorpun f : A — B er sog0 vera eintek ef fyrir sérhver
ai,as € A bannig ad a; # ag gildir f(ar) # f(az).

Til pess a0 syna a0 gefin vorpun f : A — B sé eintek naegir ad syna ad
fyrir sérhver aq, ay € A gildi reglan:

ef f(ar) = f(az) b a1 = ay

Setning 2.5: Gefin sé vorpun f : X — Y. Ef til er vorpun g : ¥ — X
pannig ad g o f =idy, pa er vorpunin f : X — Y einteek.

Sonnun: g: Y — X sé vorpun pannig ad g o f = idy. Gefin séu x1, 2 € X
bannig ad f(x1) = f(xg). Pa feest xy = idx (1) = (g o f)(z1) = g(f(x1)) =
9(f(x2)) = (g o f)(x2) = idx(22) = 2.

Skilgreining: Vorpun f: A — B er s6g0 vera dtek ef fyrir sérhvert b € B
er til a € A bannig ad f(a) = b.

Setning 2.6: Gefin sé¢ vorpun f : X — Y. Eftil er vorpun A : ¥ — X
pannig ad f o h = idy, pa er vorpunin f : X — Y ateek.

Sonnun: h : Y — X sé vorpun pannig ad foh = idy. Gefid sé y € Y.
Latum @ = h(y). Pa fest f(x) = f(h(y)) = (f o h)(y) =idy(y) = v.
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Skilgreining: Vorpun f : A — B er s6g0 vera gagntek ef hin er baedi
eintaek og ateck.

Ef f:a — B er gagntaek vorpun og b € B bé er samkveemt skilgreining-
unni til eitt og adeins eitt a € A pannig ad f(a) = b.

Skilgreining: f : A — B sé gagnteek vorpun. Vorpunin fra B til A, sem
varpar sérhverju b € B i bad stak a € A sem uppfyllir skilyrdid f(a) = b,
heitir andhverfa f. Han er tdknud med

ffl

Setning 2.7: Fyrir sérhverja gagntaecka vorpun f : X — Y gilda reglurnar:
(1) ffl o f=idyx

(i) fof'=idy

Sonnun: (i): Ef z € X og f(x) =y baer f~(y) =z, svo ad (f o f)(z) =
[ f(@) = (y) = 2 =idx(2).

(ii): Efy € Yoga = f~Hy) baer f(z) = y,svoad (fofV)(y) = f(f(y)) =
f(z) =y =1idy(y).

Setning 2.8: Gefin sé vorpun f : X — Y. Ef til eru varpanir g : ¥ — X
og h : Y — X bannig ad go f = idx og f oh = idy, pa er f gagntaek og
g=h=f"

Sonnun: A0 f sé pa gagnteek leidir strax af Setningum 2.5 og 2.6. N séu
g:Y — X ogh:Y — X varpanir pannig ad go f = idx og f o h = idy.
P faest g = goidy = go(fo ™) =(gof)of ' =idyo ' =f"og
h=idxoh=(ftof)oh=f1o(foh)=floidy = fL.

Setning 2.9: Fyrir sérhverjar gagntackar varpanir f : X - Y ogg:Y — Z
gilda reglurnar:

(i)  f'ergagntaek og (f7)" =f

(i) gof er gagntck og (9o f)L = fLog!

Sonnun: Petta eru afleidingar af Setningu 2.8. (i) vegna pess ad fof~ = idy

og f~lof =idx og (ii) vegna bess ad (f~tog™')o(gof) = fro(g ' o(gof)) =
fto((g7tog)of) = fto(idyof) = flof =idx og (gof)o(frog™) =
go(fo(ftog ) =go((fofHogH)=go(idyog!)=gog ! =idy.
Skilgreining: f: A — B sé vorpun. Ef X C A ba heitir mengio
{flx)|lre X} :={yeBltilerz € X med f(x) =y}

mynd X vid f. Mengid { f(z) |z € A} heitir lika myndmengi f.
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f:A— Bsévorpun. Ef X C A ba er mynd X vid f oftast taknud meo

f(X)

bott pad sé ekki nakveemur rithattur. Myndmengi f er oftast taknad med

Im(f)

Setning 2.10: f: A — B sé vorpun. Fyrir sérhver hlutmengi X og Y i A
gilda pa reglurnar:

() of X CY b f(X)C (V)
(i) fXUY)=fX)UfY)
(i) fXNY)CfX)NfY)
() FX\Y) 2 FX)\ (V)

Sonnun: Heimaverkefni.

Skilgreining: f: A — B sé vorpun. Ef X C B bé heitir mengid
{zeAlf(r)e X}

frummynd X vid f.

f:A— B sévorpun. Ef X C B b4 er frummynd X vio f oftast taknud
meod

f7HX)
Athugid ad rithatturinn f~!(X) tdknar ekki ad f s¢ gagntek. Enef f: A —

B er gagntaek pa er frummynd X vid f sama og mynd X vid f~1, svo ad
oheett er ad nota f~1(X) fyrir hvorttveggja.

Setning 2.11: f: A — B sé vorpun. Fyrir sérhver hlutmengi X og Y i B
gilda pa reglurnar:

(1) efXCYbaf () f7HY)

(i) X UY) =X UY)
(i) fTHXNY)=fTHX)N YY)
(iv)  fTHX\Y) = (X)\f W(Y)

SOonnun: Heimaverkefm.

Pegar vid hofum reett um varpanir pa hofum vio yfirleitt talad um varpanir
fra akveOnum mengjum til dkvedinna mengja. Athugid p6 adef f: A — B
er vorpun pa er mengid B ekki dkvardad af f, samkvaemt peirri skilgreiningu
sem vid h6fum notad. Ef nefnilega C' er eitthvert mengi pannig ad Im(f) C C,
ba er f lika vorpun fra A til C'. Par af leidir ad pott vio hofum skilgreint
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hvad pad pydir ad vorpun f : A — B sé atek, pa er ekki haegt ad tala um
bad hvort vorpunin f sé atek. En ef f: A — B er vorpun pa er mengid A
akvardad af f.

Skilgreining: f: A — B sé vorpun og C' C A. Pa er vorpunin fra C' til B,
sem varpar sérhverju ¢ € C'1 f(¢), nefnd einskordun f vid C. Hun er tdknud
med

fle

Setning 2.12: Ef A og B eru mengi pa er til mengi sem inniheldur allar
varpanir fra A til B, en engin énnur stok.

Sonnun: Latum ) vera mengi allra peirra staka w € P(P(A U B)) bannig
ad til stua € A og b € B med w = [a,b). Pa er Q greinilega mengi allra érva
[a,b), bar sem a € A og b € B. Vid latum na F vera mengi allra peirra staka
f € P(2) bannig ad fyrir sérhvert a € A sé til eitt og adeins eitt b € B med
[a,b) € f. Pa er F greinilega mengi allra varpana fra A til B.

Mengi allra varpana fra mengi I til mengis A er oft taknad med
AI

ekki sizt pegar stokin i I eru adeins notud til ad audkenna stokin i A. P4 er
vorpun x : I — A einnig nefnd fjilskylda i A audkennd med I, og fyrir i € [
skrifad

Z;
i stad x(i). Fjolskylda z audkennd med I er lika tdknud med
(@i)ier

Ef (X;)iesr er fjolskylda af mengjum, b.e. sérhvert X; er mengi, ba er
sammengi mengjanna i { X;|i € I } taknad med

Ux
iel
Ef I # () ba er snidmengi mengjanna i { X; |i € I } taknad med

N

iel
Skilgreining: (X;);c; sé fjolskylda af mengjum. Mengi allra fjolskyldna
(x;)ier bannig ad x; € X; fyrir sérhvert ¢ € I er ba nefnt kartesiskt margfelds

mengjanna X;, ¢ € .
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Athugid ad mengid {1 skilgreiningu pessari er til. Pvi er heegt a0 lysa sem
hlutmengi { mengi allra varpana fra I til sammengisins (J,.; X;.

Ef (X;)ier er fjolskylda af mengjum ba er kartesiskt margfeldi mengjanna
X, 1 € I, venjulega tdknad med

1] x

iel
Og a0 lokum fyrsta deemio um notkun frumsetningarinnar um val:

Setning 2.13: (X;);c; sé fjolskylda af mengjum bannig ad X; # 0 fyrir
sérhvert ¢ € I. Pa er lika [[,.; X; # 0.

Sénnun: Vio latum M = (J,.; X; og latum R vera mengi allra érva [i,m),
pbar sem i € I og m € X;. (R er hlutmengi i mengi allra 6rva [i,m) bar
sem ¢ € [ og m € M.) Fyrir sérhvert ¢ € I latum vid svo R; vera mengi
allra 6rva [i,m) bar sem m € X;. P4 er R greinilega sammengi mengjanna
R;, v € I. Auk bess er R; ekki tomt, pvi ad X; er ekki tomt, en ef ¢ #£ j
bé er snidmengid R; N R; augljoslega tomt. Svo ad mengid { R;|i € I} er
deildamengi af R. Samkveemt frumsetningunni um val er pvi til hlutmengi
x 1 R sem inniheldur eitt og adeins eitt stak ar sérhverju R;, ¢ € I. En pad
byoir ad = sé vorpun fra I til M bannig ad z(i) € X; fyrir sérhvert i € I,
b.e.a.s. ad x sé stak 1 [[,.; X;.
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3 Nattuarlegar tolur

Frumsetning: Til er mengi N, stak e € N og vorpun s : N — N bannig
ao:
(1) eg¢s(N)

(2) s er eintaek
(3) ef @ C N bannigade € Qog s(Q) CQhba@ =N

Setning 3.1: Gefid sé mengi N, stak e € N og vorpun s : N — N bannig

ao:

(1) eés(V)

(2) s er eintxek

(3) ef @ C N bannigade € Q og s(Q) CQba@Q =N

Fyrir sérhvert mengi X, stak a € X og vorpun f : X — X er pa til ein og

adeins ein vorpun ¢ : N — X bannig ad ¢(e) = a og ¢(s(n)) = f(p(n)) fyrir

ollne N.

So6nnun: R sé mengi allra 6rva [n, z) par sem n € N og € X. Vid skulum

segja ad hlutmengi a 1 R sé loka0 ef

(i) le,a) €

(ii)) ef [n,2) € a bé [s(n), f(z)) €

Par sem R sjalft er lokad pa er til lokad hlutmengi { R. Vid getum pvi

skilgreint mengio ¢ sem snidmengi allra lokadra hlutmengja i R. Audvelt er

a0 sja a0 ¢ er pa lokad hlutmengi { R og samkvaemt skilgreiningu & ¢ ba er ¢

hlutmengi { sérhverju lokudu hlutmengi i R. Sér { lagi feest ad ef [m,y) € ¢

ba er ¢ \ {[m,y)} ekki lokad hlutmengi { R, sem bydir ad [m,y) = [e, a) eda

béa ad til sé [p, z) € ¢ med s(p) = m og f(z) =y. Par sem e ¢ s(N) ba getur

ekki hvorttveggja gilt, svo ad vio faum

(ili) efle,y) epbay=a

(ivo) of [s(n),5) € ¢ b er til [p, 2) € p med s(n) = 5(p) og y = f(2)

En s er einteek, svo ad n = p ef s(n) = s(p). Pvi feest

(iv)  ef [s(n),y) € p baertil z € X med [n,2) € ¢ og y = f(2)

Vid latum nu () vera mengi allra peirra n € N pannig ad til sé eitt og adeins

citt € X med [n,z) € . Af (i) og (iii) leidir b4 ad e € Q. Nu sé n € Q,

segjum [n,x) € @. Af (ii) leidir ba ad [s(n), f(z)) € ¢. Ef [s(n),y) € ¢ ba

er samkveemt (iv) til z € X med [n,z) € ¢ og y = f(2). En vegna n € Q

ba hlytur z = z, svo ad y = f(x). Vid hofum bvi lika s(n) € Q. Petta synir

ad s(Q) C Q. Af (3) leidir par med ad Q = N. Pad pydir ad fyrir sérhvert

n € N er til eitt og adeins eitt € X med [n,x) € ¢. Pvi er ¢ vorpun fra N

til X og af (i) og (ii) leidir ad p(e) = a og ¢(s(n)) = f(p(n)) fyrir 6ll n € N.
Na sé x : N — X einhver vorpun bannig ad x(e) = a og x(s(n)) =

f(x(n)) fyrir 6ll n € N. Vid latum @ vera mengi allra peirra n € N pannig
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ad x(n) = p(n). Vegna x(e) = a =
x(s(n)) = ( (n)) = fle(n)) = o(s(n
s(Q) € Q. Af (3) leidir pbvi ad Q@ = N,
En bad pyoir ad xy = .

ple) er e € Q. Ef n € @ ba feest
)), svo a0 s(n) € Q. DPetta synir ad
b.e.as. x(n) = ¢(n) fyrir 6ll n € N.
Setning 3.2: Gefid sé mengi N, stak e € N og vorpun s : N — N bannig
ao:

(1) eés(V)

(2) s er eintek

(3) ef @ C N bannigade € Q og s(Q) CQhba@Q =N

og mengi N’ stak ¢/ € N’ og vorpun s’ : N’ — N’ pannig a0:

(1) e ¢ s(N)

(2') & er einteek

(3")  ef @ C N’ bannig ad € € Q' og '(Q') C Q' ba Q' = N’

Pa er til gagnteek vorpun ¢ : N — N’ bannig ad p(e) = €’ og ¢(s(n)) =
s'(p(n)) fyrir 6ll n € N.

Sonnun: Samkvemt Setningu 3.1 er til vorpun ¢ : N — N’ pannig ad
ple) = € og p(s(n)) = ' (¢e(n)) fyrir 6ll n € N, og sémuleidis vorpun
¢+ N' — N bannig ad ¢/'(¢/) = e og ¢'(s'(n')) = s(¢'(n')) fyrir 6ll n’ € N'.
Pa faest (' 0 p)(e) = ¢'(p(e)) = ¢'(€') = e og (¢" 0 p)(s(n)) = ¢'(¢(s(n))) =
2 (5 (p(n) = s(&(¢(n)) = s((¢' o @)(n)) fyrir 6l n € N. Finnig er
idy(e) = e og idy(s(n)) = s(idy(n)) fyrir 6ll n € N. Af Setningu 3.1 leidir
bvi ad ¢’ 0 ¢ = idy. A sama hatt faest ad p o ¢’ = idys. Af bessu sést ad ¢
er gagnteek.

Vid veljum okkur nu eitthvert mengi N ésamt staki e € N og vorpun
s: N — N bannig ad
(1) g s(N)
(2) s er einteek
(3) ef @ C N bannigade € Qog s(Q) CQbaQ =N
Samkveemt Setningu 3.2 er sama hvernig vid veljum petta mengi, stak og
vorpun. Vio nefnum stokin { N ndttirulegar télur og notum hér eftir taknio
N i stad N. Ef n € N ba skrifum vid (i bili) n™ i stad s(n) og kollum n*
neestu nattarulegu tolu d eftir n. Vid segjum lika ad n sé¢ nest d undan n™.
Stakid e taknum vid med 1 (og stakid 17 med 2, stakid 2* med 3, o.s.frv.).
Eiginleikum nattirulegu talnanna er pa lyst me0 eftirfarandi:
(P1:) 1 er nattaruleg tala.
(P2:) Neest & eftir sérhverri natturulegri tolu n kemur dkvedin natturuleg

tala nt.

(P3:) Engin nattaruleg tala er neest & undan 1.
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(P4:) Neest 4 undan sérhverri natttrulegri tolu er i mesta lagi ein nattaruleg

tala.
(P5:) Ef @ er mengi af nattarulegum t6lum pannig ad

(i) () inniheldur 1

(ii)  ef @ inniheldur &k ba lika &+

bé inniheldur ) sérhverja nattarulega tolu.
Pad ma lita & P1 - P5 sem kerfi frumsetninga fyrir nattarulegu tolurnar.
(Pad er kennt vid italska staerdfreedinginn G. Peano.) Eiginleikinn P5 er
nefndur prepunarlogmalio. Notkun pess byggist adallega & tveim setningum,
setningunni um sénnun med prepun og setningunni um skilgreiningu med
brepun.

Sonnun med prepun: Fyrir sérhverja nattirulega tolu n sé gefin fullyrding
p(n) pbannig ao:

(i) p(1) er sénn

(i) ef k € N og p(k) er sonn ba er p(k™) lika sonn

Pa er p(n) sonn fyrir sérhverja natturulega tolu n.

Sonnun: Petta sést med pvi ad setja Q = {n € N|p(n) } og nota P5.

Sem daemi um sénnun med prepun skulum vid taka setninguna:

Setning 3.3: Fyrir sérhvert n € N gildir nt # n.

Sonnun med prepun (yfir n): Vid athugum fullyrdinguna n™ # n. Sam-
kvemt P3 gildir 17 # 1, svo ad han er sonn fyrir n = 1. Ef hun er sénn
fyrir n = k, b.e.a.s. ef k* # k, ba leidir af P4 ad (k™))" # kT, sem sagt ad
fullyrdingin er lika sonn fyrir n = k*. Samkveemt setningunni um soénnun
med prepun er fullyrdingin par med sénn fyrir sérhverja nattarlega tolu n.

Vid sjaum ad sénnun setningar med prepun yfir n skiptist { tvennt. I
fyrsta lagi parf a0 sanna setninguna fyrir n = 1. Pessi hluti sonnunarinnar
nefnist prepunarbyrjun. I 6dru lagi parf ad sanna ad ef setningin er rétt
fyrir n = k, pa sé hun lika rétt fyrir n = k*. Pessi hluti sonnunarinnar er
nefndur prepunarskref. I prepunarskrefinu er gefid ad setningin sé rétt fyrir
n = k. Pessi forsenda heitir prepunarforsenda. Til einféldunar munum vio
hér venjulega einkenna prepunarbyrjunina med ,,n = 1 og prepunarskrefio
med ,n ==~k —n=k"

Skilgreining med prepun: Gefid sé mengi X, stak a € X og vorpun
f: X — X. Pa er til ein og adeins ein vorpun ¢ : N — X bannig ad:

(i) pl)=a

(i) of ke N ba (k) = f(p(k))

Sonnun: Petta er Setning 3.1.

18



Til eru almennari atgafur af setningunni um skilgreiningu med prepun.
Hér kemur ein:

Setning 3.4: Gefid sé mengi X, stak a € X og fjolskylda (f,,)nen af vorp-
unum f, : X — X. Pa er til ein og adeins ein vorpun ¢ : N — X bannig
ao:
(i) pl)=a
(i) ef ke Nbapkt)= fr(p(k))
S6nnun: Latum Y vera mengi allra 6rva [n,z) par sem n € N og = € X
og skilgreinum vorpunina ¢ : Y — Y med bvi ad setja g([n,x)) = [n*, f.(2))
fyrir sérhver x € N og x € X. Samkveemt setningunni um skilgreiningu meo
brepun er til vérpun x : N — Y bannig ad x(1) = [1,a) og x(kT) = g(x(k))
fyrir 61l £ € N. Fyrir sérhvert n € N skrifum vid x(n) = [o(n), ¢(n)).
Skilyrdid x (1) = [1,a) bydir ba ad (1) = 1 og ¢(1) = a og skilyrdid x(k*) =
g(x(k)) ad o(k™) = o(k) og w(kT) = fow(p(k)). Af bessu leidir fyrst
a0 o er hlutlausa vorpunin & N og svo ad vorpunin ¢ uppfyllir skilyrdin {
setningunni.

Ad p er otvirett akvoroud feest med einfaldri prepun.

Af Setningu 3.4 leidir ad til er ein og adeins ein vérpun ¢ : N — P(N)
pannig ad ¢(1) = 0 og ¢(n*) = p(n) U {n} fyrir 6ll n € N. Petta sést med
bvi ad skilgreina fyrir sérhvert n € N vorpunina f,, : P(N) — P(IN) med pvi
ad setja f,(A) = AU {n} fyrir sérhvert A C N.

Skilgreining: ¢ : N — P(N) sé vorpunin pannig ad p(1) = 0 og p(n') =
w(n) U {n} fyrir 6ll n € N. Fyrir sérhver m,n € N segjum vid ba ad m sé
minna en n (og ad n sé sterra en m) ef m € p(n). Ad m sé minna en n er
taknad med

m<n

Pessa skilgreiningu 4 ,,<* ma orda pannig ad fyrir 6ll m,n € N gildi:
R1: ekkim <1
R2:  m < n't pba og pvi adeins ad m < n eda m =n

Setning 3.5: Fyrir 6ll m,n,p € N gildir reglan
efm<nogn<pbam<p

Sonnun med prepun yfir p: ,p = 1“ Augljost, pvi ad samkveemt R1 getur

forsendan aldrei stadist. ,p = k — p = k™ Gefid s¢é m < n ogn < k*.

Ad n < kT pydir samkvemt R2 ad n < k eda n = k. Ef n < k pa leidir af

prepunarforsendunni ad m < k. Ef n = k ba leidir af m < n ad m < k. I

badum tilfellum feest pvi ad m < k og samkveemt R2 par med lika m < k™.
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Setning 3.6: Fyrir 6ll m,n € N gildir reglan
ef m <n paekkin<m

S6énnun med prepun yfir m: ,m = 1“: Augljost samkveemt R1. ,m =k —
m = kt Gefid s¢ kT < n. Samkveemt R2 gildir & < k*. Af Setningu
3.5 leidir pvi a0 £ < n. Samkveemt prepunarforsendu gildir pvi ekki n < k.
Ennfremur fest af £ < n ad n # k, pvi a0 samkvaemt prepunarforsendu
myndi af k& < k leida ad ekki k < k. Pvi gildir hvorki n < k né n = k. En
bad pyoir samkveemt R2 ad ekki n < kT.

Ef m,n € N pa taknum vid pad ad m < n eda m = n med

m<n

Ekki getur gilt ad baedi m < n og m = n, pvi ad pa fengist m < m, sem er
i motsogn vid Setningu 3.6. Af bessu leidir ad fyrir sérhver m,n € N gildir
m < n pa og pvi adeins ad m < n og m # n.

Setning 3.7: Fyrir 6ll m,n,p € N gilda reglurnar:
(i) m<m
(ii)) efm<mnogn<mbam=n
(ili) efm<nogn<pbam<p
Soénnun: (i) er augljost.

(ii): Gefid s¢ m <mnogn < m. Ef m # n ba veri m <n ogn <m. En
bad er 6mogulegt samkvaemt Setningu 3.6.

(iii): Gefid sé m <n ogn < p. Ef m =n ba leidir af n < p ad m < p. Ef
n = p pa leidir af m < n ad m < p. En ef m # n og n # p pa hlytur m <n
og n < p. Af Setningu 3.5 leidir b4 m < p og par med m < p.

Vegna R1 og R2 ma orda skilgreiningu okkar & ,,<* pannig ad fyrir 6ll
m,n € N gildi:
R1: m <1 ba og pvi adeins ad m =1
R2: m <n' ba og pvi adeins ad m < n eda m =n"
Eftirfarandi setning segir ad haegt hefdi verid ad skilgreina ,, < 4 annan héatt.

Setning 3.8: Fyrir 6ll m,n, € N gildir:
(i) 1<n
(i)  m™ < n ba og bvi adeins ad m < n og m # n
Sonnun: (i) med prepun yfir n: ,n = 1 Augljost. ,n = k — n = k**
Samkveemt prepunarforsendu er 1 < k. Samkvemt R2' er k < k™. Af
Setningu 3.7 (iii) leidir pvi ad 1 < k™.

(i) med prepun yfir n: ;n = 1 Vegna R1’ og P3 getur aldrei gilt m*™ <1
og vegna R1’ getur heldur ekki gilt m < 1logm # 1. .n =k —n = k™
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Samkvemt R2" er m™ < k' pba og pvi adeins ad mt < k eda m™ = k*.
Samkveemt prepunarforsendu er m* < k pa og pvi adeins ad m < k og
m # k. Ennfremur leidir af P4 ad m™ = k™ pa og pvi adeins ad m = k. Af
bessu sést ad mt < kT pa og pvi adeins ad m < k. Samkveemt R2 gildir
hinsvegar ad m < k ba og pvi adeins ad m < k. En samkveemt athugasemd
4 undan setningu 3.7 gildir m < k* ba og pvi adeins ad m < k™ og m # k™.

Skilgreining: () sé hlutmengi i N. Stak m € @) er pba sagt vera minnsta
stak 1 Q ef fyrir 6ll x € @ gildir m < z.

Af Setningu 3.7 (ii) leidir augljoslega ad hlutmengi @) i N getur i mesta
lagi haft eitt minnsta stak. Téma mengid er hinsvegar deemi um hlutmengi
i N sem hefur ekkert minnsta stak. En pad er lika eina demid:

Setning 3.9: Sérhvert ekki tomt hlutmengi { N hefur minnsta stak.
Sonnun: Pad naegir greinilega ad sanna ad fyrir 6ll n € N gildi:

Ef @ C N og n € @ pba hefur () minnsta stak.
Petta sonnum vid med prepun yfir n. ,n = 1 leidir af Setningu 3.8 (i).
=k — n = k™ Gefid s¢ Q C N pannig ad kT € (. Vid setjum
R =QU{k}. Paer k € R, svo ad R hefur minnsta stak m samkvaemt
prepunarforsendu. Ef m € ) ba er m greinilega lika minnsta stak i ). Ef
m & @ ba hlytur m = k og k ¢ Q. Pvi feest ad fyrir 6ll z € @ gildir k < x og
k # x. En samkvemt Setningu 3.8 (ii) ba bydir bad ad fyrir oll x € @ gildir
kt < x. Vegna k' € (Q ba er k™ par med minnsta stak 1 Q.

Setning 3.10: Fyrir 6ll m,n € N gildir reglan

m<nedan<m
S6énnun: Setjum @ = {m,n}. Samkveemt Setningu 3.9 hefur @) b4 minnsta
stak p. Ef p =m pa faest m < n. Ef p =n ba feest n < m.

Setning 3.11: Ef m,n € N b4 gildir eitt og adeins eitt af prennu:

(i) m<n

(i) m=n

(i) n<m

Sonnun: Af Setningu 3.10 leidir ad m < n, m = n eda n < m. Samkveemt
Setningu 3.6 getur ekki gilt m < nogn <m. Enaf m < nogm=n
leiddi a0 m < m og samkveemt Setningu 3.6 pa einnig ad ekki m < m, b.e.
motsogn. A sama hatt fengist motsogn af n < m og m = n.

Ef n € N ba setjum vid

[L,n]={keN|k<n}

21



Mengin [1,n] eru mikid notud sem audkennamengi. Pegar pad er gert ba er
taknmalio oftast einfaldad. Til deemis er fjolskylda (z;)scp1,,) oftast taknuo
med (7;)i=1,..n €da (21,...,2,). Fjdlskylda (2;)ic[i,2) er bvi t.d. taknud med
(x1,22) og er gjarnan nefnd (réoud) tvennd.

Ef X er mengi ba er skrifad X™ i stad X', Og ef (Xi)icpin er fjolskylda
af mengjum ba er oftast skrifad [[;_, X; I stad [Ticpiny Xi- Svipad er gert
fyrir sammengi og snidmengi. Auk bess er i stad H?zl X, gjarnan skrifad
X1 X X, 1 stad H?:l X; gjarnan skrifad X; x X5 x X3, o.s.frv. Athugid ad
med pessum ritheetti er til deemis

Xy x Xog={(z1,22) |21 € Xy 0g x5 € X5 }

Setning 3.12: Gefin séu m,n € N. Ef til er gagntaek vorpun f : [1,m] —
[1,n] ba er m = n.
Sonnun: Heimaverkefni.

M sé mengi. Gerum rad fyrir ad m,n € N bannig a0 til séu gagnteekar
varpanir f : [1,m] = M og g : [1,n] — M. Paer gto f:[1,m] — [1,n]
gagntak vorpun, svo ad m = n samkvaemt Setningu 3.12. Vid sjaum pvi ad til
er { mesta lagi eitt m € N bannig ad til sé gagnteek vorpun f : [1,m] — M.

Skilgreining: M sé mengi. Ef til er m € N og gagntaek vorpun f : [1,m] —

M Dbéa er sagt a0 M sé endanlegt og talan m er nefnd fjéldi stakanna { M.
Toéma mengid er einnig sagt vera endanlegt.
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4 Venzl

Skilgreining: Venzl { mengi M er mengi af 6rvum [a, b), bar sem a,b € M.
Ef o eru venzl { M ba er { stad [a,b) €x skrifad

axb

I reynd er einstokum venzlum ekki lyst med pvi ad gefa upp mengi af
orvum. Til pess a0 lysa venzlum o { mengi M er nefnilega greinilega nég ad
skilgreina vel fyrir hvada stok a og b 1 M gildi ad a o~ b.

Skilgreining: Venzl < i mengi M eru s6g0 vera strong réoun i M ef eftir-
farandi reglur gilda fyrir sérhver x,y,z € M

ef x <ypaekkiy <=z

efx <yogy<zbaxr=<z

Fyrri reglan 1 skilgreiningunni segir ad venzlin < séu andsamhverf en st
seinni ad pau séu gegnuvirk.

Setning 4.1: Ef < er strong r6dun { mengi M ba gildir fyrir sérhvert x € M
reglan

ekki x < x
Sonnun: Ef z < z pé ekki z < x vegna andsamhverfninnar. En pad er
motsogn.

Setningin segir ad venzlin < séu andspegilvirk.

Skilgreining: Venzl < i mengi M eru s6gd vera réoun i M ef eftirfarandi
reglur gilda fyrir sérhver x,y,z € M

=

efzJyogy=rhair=y

efr <yogy=<zpar=<z

Fyrsta reglan i pessari skilgreiningu segir ad venzlin < séu spegilvirk, st
neesta ad pau séu veikt andsamhverf. Pridja reglan er svo gegnvirknin.

Ef < er strong r6oun { mengi M pa getum vio skilgreint venzl <1 M med
pvi ad setja
x 2y ba og bvi adeins ad x < y eda r =y
fyrir sérhver x,y € M. Eins og i sénnun Setningar 3.7 sést ad = er pba réoun
i M. Ef hinsvegar er gefin rédun < 1 M pa ma skilgreina stranga rodun < {
M med pvi ad setja
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x <y pa og pvi adeins ad x <y og x # y
fyrir sérhver z,y € M. Audvelt er ad sja ad petta gefur gagnkveema sam-
svorun & milli strangra radana i M og radana i M.

Skilgreining: Rodun =< { mengi M er sogd vera linuleg ef fyrir sérhver
x,y € M gildir
r=yeday 3z

Ef < er strong rédun { mengi M ba er tilheyrandi r6dun 1 M linuleg pa
og bvi adeins ad fyrir sérhver z,y € M gildi
r<yedar=yeday <
Auk Dess er, eins og { sénnun Setningar 3.11, audvelt ad sja ad af pessu prennu
gildir 1 mesta lagi eitt.

Skilgreining: < sé rédun { mengi M og < sé tilheyrandi strong rédun i M.
Stak a € M heitir pa ldagstak 1 M med tilliti til < ef ekki er til x € M med
x < a. Stakid a heitir minnsta stak 1 M me0 tilliti til < ef meira ad segja
a = x fyrir 6ll x € M.

Ljost er ad mengi M getur { mesta lagi haft eitt minnsta stak med tilliti
til rodunar < 1 M. Hinsvegar geeti M haft morg lagstok tilliti til <.

Ef < er r6dun 1 mengi M og () er hlutmengi i M pa faum vid rodun 1 )
med pvi ad einskorda okkur vid stokin 1 (). Vid getum bpvi talad um lagstak i
@ me? tilliti til < og minnsta stak 1 () med tilliti til <. En hér kemur afstaett
hugtak:

Skilgreining: = sé r6dun { mengi M. Hlutmengi Q i M er pa sagt vera
takmarkad ad nedan i M med tilliti til < ef til er ¢ € M bannig ad ¢ < x
fyrir sérhvert x € ). Sérhvert slikt ¢ er péa kallad nedri mork fyrir QQ 1 M
med tilliti til <.

Eftirfarandi setning um radanir { mengjum er mikilveegt hjalparteeki i
morgum greinum steerdfreedinnar.

Lemma Zorns: =< sé rodun { mengi M pannig ad sérhvert hlutmengi i M,
sem er linulega radad med tilliti til <, sé takmarkad ad nedan 1 M me0d tilliti
til <. Pa er til lagstak 1 M med tilliti til <.

Sonnun sleppum vid hér.

Samsvarandi hugtokunum ,lagstak”, ;minnsta stak®, ,nedri mork" og ,tak-
markad ad nedan mé ad sjalfsogou skilgreina hugtokin ,, hdstak", , stersta
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stak®, ,efri mork' og ,takmarkad ad ofan”. Reyndar er lemma Zorns venju-
lega ordad med sidar nefndu hugtékunum.

Skilgreining: Venzl ~ 1 mengi M eru s6gd vera jafngildisvenzl i M ef eftir-
farandi reglur gilda fyrir sérhver x,y,z € M

r e~

efx ~ybay~u

efxr~yogy~zhbaxr~z

Onnur reglan i skilgreiningu pessari segir ad venzlin ~ séu samhuverf.
Hinar tveer eru spegilvirknin og gegnvirknin.

Skilgreining: ~ séu jafngildisvenzl { mengi M. Ef a € M ba er mengid
{x € M|z ~ a} kallad jafngildisflokkur a med tilliti til ~. Ef @ tdknar
jafngildisflokk a € M med tilliti til ~ ba er mengid {a|a € M } tdknad med

M/~

Vorpunin fra M yfir { M /~, sem varpar sérhverju a € M i@, heitir ndttirulega
ofanvarpio fra M & M /~.

Ljost er a0 ef ~ eru jafngildisvenzl { mengi M ba er natturulega ofanvarpid
fra M & M/~ &ateekt.

Setning 4.2: Ef ~ eru jafngildisvenzl i mengi M og a taknar jafngildisflokk
a € M me0 tilliti til ~ pa gilda fyrir sérhver a,b € M reglurnar

(i) a€ca

(i)  a ~ b ba og bvi adeins ad a = b

(i) efa#£bpaanb=0

Soénnun: (i) er augljos afleiding af spegilvirkninni.

(ii): Gerum fyrst rad fyrir ad a ~ b. Gefid sé x € @, svo ad z ~ a. Af
gegnvirkninni leidir p4 ad x ~ b, svo ad x € g.~Petta synir ad a C b. Vegna
spegilvirkninnar er lika b ~ a og bvi feest @ C b & sama hatt. Svo ad a = b.
Gerum ba rad fyrir ad @ = b. Samkveemt 1id (i) feest pa ad a € b, pad er ad
a~b.

(iii): Gerum 140 fyrir ad aNb # 0. Paertilc € anb, beas. ¢ € M
bannig ad ¢ ~ a og ¢ ~ b. Af1id (ii) feest pAad ¢ =a og ¢ = E, par af leidandi
a=bh.

Ef ~ eru jafngildisvenzl i mengi M ba leidir af lidum (i) og (iii) i Setningu

4.2 ad M/~ er deildamengi af M. Audvelt er ad sja ad petta gefur gagnkveema
samsvorun a milli jafngildisvenzla i M og deildamengja af M.
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Ef f: M — N er vorpun ba fast jafngildisvenzl ~ i M med pvi ad setja
x ~ y ba og bvi adeins ad f(z) = f(y)
fyrir sérhver x,y € M. En pad mé lika lysa sérhverjum jafngildisvenzlum i
M & bennan hatt. Ef nefnilega ~ eru jafngildisvenzl i M og 7 : M — M/~
er natturulega ofanvarpio pa segir lidur (ii) i Setningu 4.2 ad = ~ y ba og bvi
adeins ad 7(z) = w(y).

Setning 4.3: ~ séu jafngildisvenzl { mengi M og f : M — N voérpun pannig
a0 fyrir sérhver x,y € M gildi

ef v ~yba f(z)=fly)  _
Pa er til ein og adeins ein vorpun f : M/~ — N bannig ad fyrir sérhvert
r € M gildi

7@ = ()
par sem x taknar jafngildisflokk = me0 tilliti til ~.
Soénnun: Ef £ € M/~ ba er, samkveemt skilgreiningu & M/~ til € M med
§ = . Af bessu sést ad ekki getur verid til nema ein slik vorpun f A0 heegt
sé ad skilgreina vorpun f : M/~ — N med bvi a0 setja f(§) = f(z) ef E =2
sést af pvi a0 til er slikt x og af pvi ad ef baedi £ = 77 og & = 75 pa feest af
Setningu 4.2 (ii) ad x; ~ x5 og bar med f(z1) = f(x2) samkveemt forsendu.

~ séu jafngildisvenzl { mengi M og f : M — N vorpun. Ef m : M — M/~
er nattarulega ofanvarpio pa segir Setning 4.3 ad skilyrdid ,ef x ~ y ba
f(x) = f(y)“ sé naegilegt til ad til sé vorpun f : M/~ — N bannig ad
f= fvo 7. Pad er hinsvegar augljost ad petta skilyrdi er naudsynlegt.

Setning 4.4: f: M — N sé vorpun. Latum ~ vera jafngildisvenzlin i M
sem gefin eru med

x ~ y béa og bvi adeins ad f(z) = f(y)
Pa gefur f af sér gagnteeka vorpun M/~ — Im(f).
Sonnun: Latum fvvera eins og i Setningu 4.3. P4 er greinilega Im(f) =

Im(f). Ef iz, € M bannig ad J(¥) = f(§). be. f(x) = f(y), baera ~ .
svo a0 T = y. Petta synir ad f er einteek.

Deildamengid M/~ i Setningu 4.4 er stundum tédknad Coim(f). Svo ad
setningin segir ad vorpun f gefi af sér gagntacka vorpun Coim(f) — Im(f).
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5 Halfgrapur

Samkvaemt setningunni um skilgreiningu med prepun pa er fyrir sérhvert
m € N til ein og adeins ein vorpun f,, : N — N bannig ad f,,(1) = m™ og
fm(ET) = fin (k)T fyrir sérhvert k& € N.

Skilgreining: Ef m € N og f,, : N — N er vorpunin pannig ad f,,(1) =
mt og fn(kT) = fi (k)T fyrir sérhvert & € N, ba er fyrir sérhvert n € N
natturulega talan f,,(n) nefnd summa m og n. Summa m og n er taknud
meod

m+n

Pessa skilgreiningu 4 ,,4+“ ma orda pannig ad fyrir sérhver m,n € N gildi
SI: m+1=m"
S2: m+4nt=(m+n)"

Setning 5.1: Fyrir sérhver m,n,p € N gildir reglan
(m+n)+p=m+(n+p)

Sonnun med prepun yfir p:

=1 m+n)+1=m+n)"=m+nt=m+(n+1).

pw=k—=>p=kt (m+n)+kt=((m+n)+kt=m+n+k)" =

m+n+k)T=m+n+k").

Setning 5.2: Fyrir sérhver m,n € N gildir reglan
mi+n=n+m
Sonnun med prepun yfir m:
,m = 1“ med prepun yfir n:
,n = 1 Augljost.
m=l—-n=0"14+1T=014+D"=(I1+D)T=(INHT=1T+1
om=k—->m=k"kT+n=>Fk+1)+n=k+(1+4+n)=k+(n+1)=
(k+n)+1=n+k)+1=mn+k)T=n+k".

Setning 5.3: Fyrir sérhver m,n € N gildir
til er x € N med m + x = n pa og pvi adeins ad m < n
Sonnun: Vio sonnum fyrst med prepun yfir x ad m < m + x:
S =1%m<mt=m-+1.
L=k —zr=kt"“m<m+k<(m+k)T=m+Ek".
Sidan sonnum vid med prepun yfir n ad ef m < n pa sé til x € N med
m+xr =n:
»,n = 1 Augljost vegna R1.
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n=1—mn=I[0" Gefid s¢ m < [T. Samkveemt R2 pydir pad ad m < [
edam = [. Ef m < [ pa er samkveemt prepunarforsendu til x € N
med m+x = [. En ba faest samkveemt S2 ad m+azt = (m+2)* = 1.
Ef m = [ pa faest samkvemt S1 ad m+1=m"* =17 .

Setning 5.4: Fyrir sérhver m,n,p € N gildir

efn<pbam+n<m-+p
Sonnun: Gefid sé n < p. Samkveemt Setningu 5.3 er pa til x € N med
n+ x = p. Med Setningu 5.1 faest ad (m+n) +z=m+ (n+x) = m+p.
Samkvaemt Setningu 5.3 er b4 m +n < m + p.

Setning 5.5: Fyrir sérhver m,n,p € N gildir

efm+n=m+phban=p
Sonnun: Ef n < p ba veeri m + n < m + p samkveemt Setningu 5.4. Eins
sést ad ef p < n ba veeri m + p < m + n. Samkvemt Setningu 3.11 hlytur
bvin=pefm+n=m+p.

Skilgreining: Samsetning { mengi M er vorpun V : M x M — M. Ef V er
samsetning i M og x,y € M ba er i stad V(z,y) venjulega skrifad

TzVy

Skilgreining: Hdlfgripa er mengi G dsamt samsetningu V { G pbannig ad
fyrir sérhver x,y, z € G gildi reglan
(xVy)Vz=zV(yVz)

Reglan i skilgreiningunni heitir tengiregla. I skilgreiningunni er talad um
,mengi GG asamt samsetningu V. DPetta er ekki alveg nakveemt ordalag en
bad ma gera pad nakveemt med pvi ad tala i stadinn um tvenndina (G, V).

Med summunni er skilgreind samsetning + 1 N. Setning 5.1 segir na ad
(N, +) sé¢ halfgrupa.

Skilgreining: Halfgripa (H, A) er s6g0 vera hluthdlfgripa i halfgrapu (G, V)
ef H er hlutmengi { G og x Ay = x V y fyrir sérhver z,y € H.

Ef (H,A) er hluthéalfgrapa i halfgrapunni (G, V) béa dkvardast samsetn-
ingin A 1 H af samsetningunni V { G. Pad er pvi 6haett ad segja einfaldlega
ad H sé hluthalfgripa i (G, V) og nota sama taknid fyrir samsetninguna i H
og samsetninguna i G.
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Setning 5.6: (G, V) sé halfgrupa og H hlutmengi i G. Pa og bvi adeins er
H hluthalfgrapa i (G, V) ad fyrir sérhver = og y gildi

efre Hogye HpaxVye H
Sonnun: Augljost.

Skilyrdid 1 Setningu 5.6 er oft ordad pannig ad H sé lokad med tilliti til
V.

Skilgreining: (G, V) og (H, A) séu halfgrapur. Vérpun f: G — H er s6gd
vera mdtun héalfgrapna (eda hdlfgripumdtun) fra (G, V) yfir i (H, A) ef fyrir
sérhver x1,x9 € G gildir

flx1 V) = fz1) A f(z2)

[ stad pess ad segja ad (G,V) og (H,A) séu halfgripur og f : G — H
sé motun hélfgrapna munum vid yfirleitt segja einfaldlega ad f : (G,V) —
(H,A) sé motun halfgrapna.

Setning 5.7: Ef f : (G,V) — (H,A) og g : (H,N) — (K,©) eru motanir
halfgrapna pa er go f : (G,V) — (K, ¢) lika motun halfgrapna.

Soénnun: Fyrir sérhver 1,25 € G gildir (g o f)(x1 V x2) = g(f(x1 V x2)) =
g(f(z1) A flz2)) = g(f(21)) © g(f(22)) = (g0 f)(z1) © (g o f)(z2).

Setning 5.8: Ef f : (G,V) — (H,A) er gagntaeek motun halfgrapna pa er
' (H,N) = (G, V) lika motun halfgripna.

Sonnun: Gefin séu y;,y, € H. Skrifum z; = f~'(y1) og #2 = f~ (). Pa
er f(x1) = y1 og fxa) = yo. Pvifaest [ (1 Aya) = fH(f(21) A fla2)) =
fHf@Va)) =aVar =1 y) V().

Skilgreining: Gagntaek motun halfgrapna (G, V) — (H, A) er einnig nefnd
einsmotun halfgrapna (G,V) — (H,A). Ef til er einsmotun halfgrapna
(G,V) — (H, M) ba er sagt ad halfgrapurnar (G, V) og (H, A\) séu einsmdta.

Ef (G,V) er halfgrapa ba er idg : (G,V) — (G, V) greinilega einsmot-
un halfgrapna. Ef f : (G,V) — (H,A) er einsmétun halfgrapna pa er,
samkveemt Setningum 5.8 og 2.9, f~!: (H,A\) — (G, V) lika einsmo6tun half-
grapna. Ogef f: (G,V) — (H,A) og g : (H,A) — (K,©) eru einsmotanir
halfgrapna ba er, samkveemt Setningum 5.7 0g 2.9, go f : (G,V) — (K,9)
lika einsmo6tun hélfgripna.

Skilgreining: Halfgrapa (K, <) er sogd vera deildahdlfgripa af halfgrapu

(G,V) ef K er deildamengi af G og [z] ¢ [y] = [z V y] fyrir sérhver z,y € G.
Hér tédknar [z] € K deild staksins z € G.
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Athugid a0 skilyrdid ,,[x] ¢ [y] = [z V y] fyrir sérhver z,y € G* { skilgrein-
ingunni ma orda pannig ad natturulega ofanvarpid (G, V) — (K, o) s¢ motun
hélfegrapna.

Ef (K,©) er deildahalfgrupa af halfgrapunni (G, V) ba dkvardast sam-
setningin ¢ { K af samsetningunni V i GG. Pad er pvi oheett ad segja ad K sé
deildahalfgrupa af (G, V).

Setning 5.9: (G, V) sé hélfgrapa og ~ jafngildisvenzl i G. Pa og bvi adeins

er G/~ deildahalfgrupa af (G, V) ad fyrir sérhver z,y,2',y' € G gildi
efr~2'ogy~y baaxVy~a vy

S6énnun: Vid skrifum K = G/~. Ef z € G ba taknar [z] € K deild z, b.e.

jafngildisflokk z med tilliti til ~.

Gerum fyrst rad fyrir ad K sé deildahalfgrapa af (G, V) og tdknum sam-
setninguna i K med o. Ef pa z,y,2',y € G bannig ad = ~ 2’ og y ~ y ba
feest [z] = [2'] og [y] = [y/], svo a0 [z Vy] = [z] o [y] = [2'] o [y/] = [2" V ¥/] og
par med x Vy ~ a2’ V.

Gerum béa rad fyrir ad fyrir sérhver z,y,2’,y € G bannig ad x ~ 2’ og
y ~ 1y gildi zVy ~ 2’ Vy'. A sama hatt og { sonnun Setningar 4.3 sést
ad vid getum skilgreint samsetningu ¢ i K med pvi ad setja £ on = [z V 1]
ef £ = [z] ogn = [y]| med z,y € G. Paer [z] o[y = [z V y] fyrir sérhver
r,y € G EfEn, e K, & =z],n=[y] og ( =[z] med z,y,z € G, ba faest
(Eomo¢ = (lz]ol)olz] =[zVylold =[zvy V] =[zV(yV2)=
[Z] oy V2] = [z] o ([y]¢[z]) = o (ne(). Petta synir ad (K, ) er halfgripa,
deildahalfgrupa af (G, V).

Setning 5.10: f : (G,V) — (H,A) sé motun halfgrapna. Latum ~ vera
jafngildisvenzlin i G sem gefin eru med
x ~ y ba og bvi adeins ad f(z) = f(y)

Pa er G/~ deildahalfgrupa af (G, V) og Im(f) hluthalfgrapa i (H, A). Auk
bess gefur f af sér einsmotun halfgripna (G /~,V) — (Im(f), A). Hér taknar
V samsetninguna i deildahalfgrapunni G/~ af (G, V).
Soénnun: Ef z,y, 2’y € G bannig ad f(x) = f(2') og f(y) = f(¥') ba er
flavy)=f@)Nfly) = f@) A fY) = f@' V). Af bessu sést ad G/~ er
deildahalfgrupa af (G, V).

Ef u,v € Im(f), segjum u = f(z) ogv = f(y), baerunv = f(z)A f(y) =
flzVy) €Im(f). Af bessu sést ad Im(f) er hluthalfgrapa i (H, A).

Samkveemt Setningu 4.4 gefur f af sér gagntecka vorpun fv G ~—
Im(f). Ef 2 € G paer f([z]) = f(z). Hér téknar [z] € G/~ deild staksins
z € G. Fyrir séthver z,y € G faest pvi f([z]V[y]) = f([z Vy]) = f(z Vy) =
F@) A fly) = f([2]) A F([y])- Petta synir ad f : (G/~,V) = (Im(f),A) er

moé6tun héalfgrapna.
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Skilgreining: Halfgrupa (G, V) er s6g0 vera vizlin ef fyrir sérhver x,y € G
gildir reglan
tVy=yVuzx

Reglan i skilgreiningunni heitir ad sjalfsogou vizlregla. Athugid ad hlut-
halfgrapa 1 vixlinni halfgripu er augljoslega vixlin. Sémuleidis deildahalf-
grupa af vixlinni hélfgrapu.

Skilgreining: Hélfgripa (G, V) er s6g0 vera styttin ef fyrir sérhver z,y, z €
G gilda reglurnar

Ef zVe=2z2Vybazr=y

EfxVz=yVvVzbazx=y

Reglurnar { pessari skilgreiningu heita styttireglur.

Setningar 5.2 og 5.5 segja na ad halfgrapan (N, +) sé beedi vixlin og
styttin.

Setning 5.11: Ef (G, V) er halfgripa og a € G ba er til ein og adeins ein
motun halfgripna f: (N, +) — (G, V) bannig ad f(1) = a.

Sonnun: Samkveemt setningunni um skilgreiningu med prepun er til ein og
adeins ein vorpun f : N — G bannig ad f(1) =aog f(k+1) = f(k) Va fyrir
sérhvert £ € N. Til pess ad sanna ad f sé métun halfgrapna pa sénnum vid
med prepun yfir n ad f(m +n) = f(m)V f(n) fyrir sérhver m,n € N:
on=1% flm+1) = f(m) Va=f(m)Vvf(1).

nm=k—=>n=k+1% fm+(k+1)=f(m+k)+1)=fm+k)Va=
(fm)V f(K))Va=f(m)V(f(k)Va))=f(m)V f(k+]1).

Ef (G, V) er halfgripa, a € G og f : N — G vorpunin bannig ad f(1) = a
og f(k+1)= f(k)Va fyrir sérhvert k¥ € N ba ma takna stakid f(n) med

n

Va

Skilgreiningin & Va segir pa ad

og ad fyrir sérhvert £ € N gildi

:
Va=(Va)Va
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Setning 5.11 segir sidan ad fyrir sérhver m,n € N gildi

m+n m n

V a=VVa)V(Va)

Litum nu & tilfellio (G, V) = (N, +):

Skilgreining: Ef m,n € N ba er nattarulega talan Zl—n nefnd margfeldi m
og n. Margfeldi m og n er taknad med

m-n

Skilgreiningin 4 margfeldi nattarulegra talna segir pa ad fyrir sérhver
m,n € N gildi
ML: 1-n=n
M2: (m+1)-n=(m-n)+n
Og Setning 5.11 segir:

Setning 5.12: Fyrir sérhver m,n,p € N gildir reglan
(m+mn)-p=(m-p)+(n-p)

Setning 5.13: Ef (G, V) er halfgrapa og a € G béa gildir fyrir sérhver m,n €
N reglan
V= 7\7/1(\7} a)

1n n 1 n
S6nnun med prepun yfir m: ,m =1 Va=Va=V(Va).

(k+1)n (kn)+n kn n kE n n
om=k—=>m=k+1%° V a= V a=(Va)V(Va)=V(Va)V(Va)=
k+1 n

vV (Va).

Med pvi ad nota pessa setningu & (N, +) faum vio:

Setning 5.14: Fyrir sérhver m,n,p € N gildir reglan
(m-n)-p=m-(n-p)

Pessi setning segir ad (IN, -) sé halfgripa.

Setning 5.15: Ef (G,V) er vixlin hélfgrapa og a,b € G ba gildir fyrir
sérhvert m € N reglan
V(aVvb)=(Na)V(Vb)

Sonnun med prepun yfir m:
Jm=1% V(aVvh) =aVb=(Va)V (Vb).
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k+1

=k = m = k+1% V' (avb) = (V(aVh))V(aVb) = (V a)V(V b))V (avh) =
<<<§a>v @bwa)vb—((@ka V((VB)V >>vb:<<§ﬁ>v<ay€+<§b>>>vb:
(Va)Va) v (V) Vb= ((Va)Va) v (VB VD) = (V' a)v (V' b)

Seértilfellio (G, V) = (N, +) gefur ni:

Setning 5.16: Fyrir sérhver m,n,p € N gildir reglan
m-(n+p)=(m-n)+(m-p)

Til pess a0 spara okkur svigaskriftir skulum vid, eins og vanalegt er, koma
okkur saman um ad margfoldun néattirulegra talna skuli fara fram & undan
samlagningu, nema annad sé gert 1jost med svigum. Vi skrifum sem sagt til
deemis m - n + p fyrir (m-n) +pogm-n+p-rfyrir (m-n)+ (p-r).

Setning 5.17: Fyrir sérhver m,n € N gildir reglan
m-n=n-m
Sonnun med prepun yfir n:
,n = 1“ med prepun yfir m:
m = 1% Augljost.
m=Il—-m=I0+1%(I+1)-1=01-1+1-1=1-141-1=1-(I+1).
n=k—=n=k+1“m-(k+1)=m-k+m-1=k-m+1-m=(k+1)-m

Setning 5.18: Fyrir sérhver m,n,p € N gildir reglan
efm<nbpap-m<p-n

Sonnun: Ef m < n ba er, samkveemt Setningu 5.3, til x € N med m+x = n.

Pa feest p-m+p-x = p-(m+x) = p-n. Af Setningu 5.3 leidir pvi ad p-m < p-n.

Setning 5.19: Fyrir sérhver m,n,p € N gildir reglan
efp-m=p-nbam=n
Sonnun: Petta faest & sama hatt af Setningu 5.18 og Setning 5.5 af Setningu
5.4.
Setningar 5.17 og 5.19 segja ad halfgripan (N, -) sé baedi vixlin og styttin.

Fyrir nattarulegar tolur n og m munum vid, eins og vanalegt er, skrifa
n™ { stad " n.
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6 Grapur

Vid skilgreinum venzl ~ i N x N med pvi ad setja
(b,a) ~ (d,c) ba og bvi adeins ad b+ c=a +d
fyrir sérhver a,b,c,d € N. Ef a,b € N paer b+ a =a + b, svo ad
(b’ CL) ~ (ba a)
Ef a,b,c,d e Nogb+c=a+dDbpéaerd+a=c+b, svo ad vi0 faum
ef (b,a) ~ (d,c) ba (d,c) ~ (b,a)
Nua séu a,b,c,d,e, f E N,b+c=a+dogd+e=c+ f. Pafest b+e+c=
b+ct+e=a+d+e=a+c+ f=a+ f+cogbarmedb+e=a+ f. Petta
synir ad
ef (b’ a) ~ (d’ C) 0og (da C) ~ <f7 6) ba <b7 a) ~ (fv 6)
Vid héfum par med synt ad ~ eru jafngildisvenzl { N x N. Jafngildisflokkana
nefnum vid heilar télur og mengi allra heilla talna, p.e. deildamengid (N x
N)/ ~, tdknum vid med Z. Jafngildisflokk (b,a) € N x N taknum vid med
(b — a). Samkveemt skilgreiningu gildir pa fyrir sérhver a, b, c,d € N ad
(b—a)=(d—c) b4 og bvi adeins ad b+ c=a+d
Ef samsetningin & i N x N er skilgreind med pvi ad setja
(b,a)W(d,c) = (b+d,a+c)
fyrir sérhver a,b, ¢, d € N, ba er (N x N, W) vixlin héalfgripa, eins og audvelt
er ad sja. Ef nu a,b,¢,d,d’, 0/, d,d e N,b+d =a+V ogd+ =c+d pa
festb+d+d +d=b+d +d+d=a+V+c+d =a+c+b +d. Petta
synir ad
ef (b,a) ~ (V,d’") og (d,c) ~ (d',c) ba (b,a) W (d,c) ~ (V,a') W (d, )
Af bessu feest ad Z = (N x N)/ ~ er deildahalfgripa af (N x N,w). Vid
taknum samsetninguna { pessari halfgrapu (i bili) med @. Samkveemt skil-
greiningu gildir pa fyrir sérhver a, b, c,d € N ad
b—a)®(d—c)=((b+d)—(a+0))
Halfgrapan (Z, ®) er vixlin, pvi ad (N x N, ) er vixlin.

Setning 6.1: Fyrir sérhver o, 5 € Z er til £ € Z med £ & o = 5.

Soénnun: Skrifum o = (b —a) og f = (d — ¢) med a,b,c,d € N. Setjum
E=((a+d)—(b+c)). Pafest Eda= ((a+d+b)—(b+c+a)). Naer
a+d+b+c=b+c+a+d svoad ((a+d+0b) —(b+c+a))=(d-oc),
beas. Eda=p.

Setning 6.2: Med pvi ad setja

jla) = ((a+a) —a)
fyrir sérhvert a € N er skilgreind einteek motun hélfgrapna j @ (N, +) —
(Z,9).
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Sonnun: Ef a,b € N baer jla+b) = (a+b+a+b) —(a+10) =
((a+a+b4+b) —(a+b) =((a+a)—a)®((b+b) —b) = jla) D jb).
Petta synir a0 j er motun.

Ef a,b € N og j(a) = j(b), be. ((a+a)—a) = ((b+b)—10), ba er
a+a+b=a+b+0b, bar med a + a = a + b og pbar med lika a = b. Petta
synir ad j er einteek.

Ef vio skrifum g fyrir stakid ((x +x) — ) € Z ba segir Setning 6.2 okkur

a0 fyrir sérhver a, b, c € N gildi

a = b pa og pvi adeins ad a = b
0g

a®b=cbaog pvi adeins ad a + b = ¢
Vio munum pvi hér eftir leyfa okkur a0 skrifa einfaldlega a 1 stad a, lita & N
sem hlutmengi i Z og nota taknid ,,+ lika fyrir samsetninguna @ i Z. Petta
er a0 sjalfsogdu ekki harndkveemur rithattur, en mun ekki koma ad sok vid
venjulega notkun nattarulegra og heilla talna.

Skilgreining: Halfgrapa (G, V) er sogd vera gripa ef G # () og fyrir sérhver
a,beGerutilz,ye GmedzVa=bogaVy=n>o

Par sem halfgrapan (Z,+) er vixlin pa segir Setning 6.1 ad (Z,+) sé
grupa.

Skilgreining: (G, V) sé halfgrapa. Stak e i G er ba sagt vera hlutleysa {
(G, V) ef fyrir sérhvert = € G gildir
eVez=zxzogrVe=x

Setning 6.3: Halfgripa hefur i mesta lagi eina hlutleysu.

S6nnun: e; og ey séu hlutleysur i halfgrapunni (G, V). Paer e; V ey = ey
par sem e; er hlutleysa og e; V eo = e; par sem ey er hlutleysa. Af pessu
leidir ad ey = e;.

Setning 6.4: Sérhver grupa hefur hlutleysu.

Soénnun: (G, V) sé griupa og a € G. Pé eru til stok e, e € Gmed e;Va =a
ogaVe =a Efnibe Gbaertilye Gmed aVy=>b Afpvi faest ad
erVb=e;VaVy=aVy=>b A sama hatt feest ad bV ey = b fyrir sérhvert
b € G. Eins og 1 sonnun Setningar 6.3 leidir af pessu ad e; = e;. Svo ad e;
er hlutleysa i (G, V).

Hlutleysan i (Z, +) er taknud med 0.

Ef ¢ € N ba faest fyrir sérhver a,b € N ad (c —c¢) + (b—a) = ((c +b) —
(c+a))=(b—a),bviad c+b+a=c+a+b. Parsem (Z,+) er vixlin ba
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byadir betta ad (¢ — ¢) er hlutleysa i (Z, +). Fyrir sérhvert ¢ € N gildir pvi ad
0= (c—c).

Skilgreining: (G, V) sé halfgrapa med hlutleysu e og a sé stak i G. Stak o
i G er ba sagt vera andhverfa a i (G, V) ef
adVa=cogaVa=ce¢

Setning 6.5: (G, V) sé halfgriapa med hlutleysu. Stak a i G hefur pa i mesta
lagi eina andhverfu i (G, V).

S6énnun: e sé hlutleysan i (G, V) og a}, a) andhverfur a i (G, V). Par sem a
er andhverfa a ba feest @} Va Vv a)y = eV af, = af, og bar sem d}, er andhverfa
a ba faest ) VaVal, =a) Ve=ad]. Af bessu leidir ad a), = a.

Setning 6.6: (G, V) sé grupa. Pa hefur sérhvert stak { G andhverfu i (G, V).
Sonnun: e sé hlutleysan i (G, V) og a € G. Par sem (G, V) er grupa ba eru
til a},ay, € G med a} Va =eogaVa, =e. Eins ogisénnun Setningar 6.5
feest ad afy, = af, svo ad a) er andhverfa a i (G, V).

Ef o € Z ba er andhverfa a i (Z,+) tdknud med —a.

Ef a,b € N bé feest ad (a —b) + (b—a) = ((a+b) — (b+a)) = ((a+b) —
(a+0b)) = 0. Par sem (Z,+) er vixlin ba bydir petta ad (a — b) er andhverfa
(b—a)i(Z,+). Fyrir sérhver a,b € N gildir pvi ad —(b —a) = (a — b).

Setning 6.7: (G, V) sé halfgriapa med hlutleysu. Stakid a i G hafi andhverfu
a1 (G, V). Fyrir sérhver b, x,y € G gildir ba

xV a=>bpaog pvi adeins ad x = bV d

aVy=>bDaog pbvi adeins ad y = a’ V b
S6énnun: e sé hlutleysan i (G, V). Ef tVa =bbaxz = zVe = xVaVd = bVd'.
Efr =bVd bazVa=bVaVa=>bVe=>b Asama hatt feestad aVy=>
ba og pvi adeins ad y = a’ V b.

Af Setningum 6.4, 6.6 og 6.7 leidir ad ef (G, V) er gripa ba er fyrir sérhver
a,b € G til adeins eitt x € G med xVa = b og adeins eitt y € G med aVy = b.
Sér 1 lagi feest a0 sérhver grupa er styttin.

Ef a, 8 € Z ba faest a0 til er eitt og adeins eitt £ € Z med £ + a = f,
nefnilega ¢ = f+ (—a). Naséua,b € N. Paer ((b+b)—0) = ((b+a+a)—
(a+a))=(b—a)+ ((a+a)—a), be. b= (b—a)+ a. Petta synir ad fyrir
£ =(b—a)gildir §+a=0b,svoad (b—a)=">0b+ (—a). Vid munum pvi hér
eftir oftast skrifa § — « i stad g + (—«) fyrir hvada heilar télur @ og 5 sem
er.

Af Setningu 6.7 leidir lika ad sérhver halfgripa med hlutleysu, sem hefur
andhverfur fyrir 6ll sin stok, er grapa. Vid munum sanna almennari setningu.
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En adalatridin { sonnun beirrar setningar eru pess virdi ad skrifast sem sérstok
setning;:

Setning 6.8: (G, V) sé halfgrapa med hlutleysu e. Stakid a € G hafi and-
hverfu @’ 1 (G, V) og stakid b € G hafi andhverfu ¢/ 1 (G, V). Pa gildir:

(i) e hefur andhverfu e i (G, V).

(ii) o hefur andhverfu a i (G, V).

(iii)  a Vb hefur andhverfu ¥’ vV d' i (G, V).

Soénnun: (i) og (ii) eru augljos. (iii) leidir af pvi ad b’ Va'VaVvb =bVeVb =
VVvb=eogaVbVbVvad =avVeVvad =aVad=e.

Setning 6.9: (G, V) sé halfgripa med hlutleysu. H sé mengi allra beirra
staka i G sem hafa andhverfu { (G, V). Pa er H hluthélfgriapa i (G, V) og
(H,V) er grapa.

Soénnun: Ad H sé¢ hluthélfgrapa i (G, V) leidir af Setningu 6.8 (iii). Ad
H # () leidir af Setningu 6.8 (i). Ef ni a,b € H baer (bVad')Va =10 og
aV (a' VvV b) = b, samkveemt Setningu 6.7. Ad bV a € H oga' Vbe H leidir
af Setningu 6.8 (ii) og (iii).

Setning 6.10: (G, V) og (H, N) séu grapur pannig ad (H, A) sé hluthalfgrapa
i (G,V). Pa er hlutleysan i (H, A) lika hlutleysan i (G, V), og ef a € H ba er
andhverfa a i (H, A) lika andhverfa a 1 (G, V).
Soénnun: Ef ey er hlutleysan i (H, A) og eg hlutleysan { (G, V) ba er eg A
eg = eg og eq Veg = ey. Vegna eg Aeg = ey V ey pa leidir par med af
styttireglunni i (G, V) ad eg = eg. Vio skrifum nt e := ey = eg.

Ef a/; er andhverfa a i (H, A\) og af, andhverfa a { (G, V) baer ay Aa =e
og ay V a = e. Eins og a0ur leidir af bessu ad a’y = ag.

Ef (G, V) og (H, ) eru eins og i Setningu 6.10 ba er ad sjalfsogdu sagt
ad H sé hlutgripa 1 (G, V).

(G, V) sé halfgrapa. Ef ekki er talin heetta & misskilningi ba er oft ein-
faldlega sagt ad G sé halfgripa og i stad a Vb einfaldlega skrifad ab. I stad Va
er pa ennfremur skrifad a™. Ad sjalfségou er petta ekki nakveemur rithattur,
en hann er paegilegur og 6nédkveemnin kemur ekki ad sok ef adeins ein akvedin
samsetning i G er til umraedu. Ef (G, V) er grupa ba er eins sagt ad G sé
grupa. Hlutleysan i G er pa gjarna taknud med eq, eda einfaldlega e, og
andhverfa a € G taknud med o

Ef gripan (G, V) er vixlin bé er stundum skrifad a+b fyrir samsetninguna

a Vb, skrifad n - a 1 stad \T;a, hlutleysan tdknud med O, eda einfaldlega 0, og
andhverfa a € G med —a.
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Setning 6.11: G sé grupa og H C G. Pé og pvi adeins er H hlutgriupa i G
a0 fyrir sérhver = og y gildi

(i) efre Hogye Hbazxye H

(ii) e € H

(iii) efzeHbpaaz'eH

S6énnun: Ef H er hlutgripa { G ba er H hluthalfgripa { G, svo ad (i) gildir.
Af Setningu 6.10 leidir svo ad (ii) og (iii) gilda lika. Gerum ba rad fyrir ad
(i), (ii) og (iii) gildi. Vegna (i) er b4 H hluthéalfgrapa i G. Af (ii) leidir ad H
hefur hlutleysu eg og af (iii) leidir ad sérhvert stak { H hefur andhverfu { H.
Af Setningu 6.9 leidir pvi a0 H er grupa, par med hlutgrapa i G.

Setning 6.12: G og H séu gripur og f : G — H moétun hélfgrapna. Pa er
fleq) =em og f(z7') = f(x)~! fyrir sérhvert x € G.

Soénnun: f(eq)f(eq) = flegea) = f(eq) = enfleq). Af styttireglunni i H
leidir bvi ad f(eq) = ey. Ef z € G baer f(z71)f(z) = f(z7'z) = f(eg) =
e = f(z)7Lf(x). Af styttireglunni i H leidir pvi ad f(z~!) = f(x)~ L.

Ef G, H og f eru eins og i Setningu 6.12 pa er ad sjalfsogou sagt ad
f: G — H sé mdtun gripna (eda gripumdtun).

Setning 6.13: Deildahalfgripa af gripu er grupa.

Soénnun: G sé grupa og K sé deildahalfgrupa af G. Ef © € G ba sé [z] € K
deild x. Fyrir sérhvert = € G gildir ba [eq][z] = [eqz] = [z] og [z][ec] =
[req] = [z]. Petta synir ad [eg] er hlutleysa { K. Ef x € G ba er [x Yz] =
[72] = [eg] og [z][z7!] = [xz7!] = [eg], svo ad [z7!] er andhverfa [z] 1 K.

Af Setningu 6.9 leidir pvi ad K er grupa.

Athugio ad i sonnun Setningar 6.13 kemur fram ad deild hlutleysunnar { G
er hlutleysan i K og a0 deild andhverfu staks i G er andhverfa deildar staksins
i K. Petta mé lika leida af Setningu 6.12, pvi ad nattarulega ofanvarpid
G — K er augljoslega motun gripna.

Vegna Setningar 6.13 er deildahalfgripa af gripu ségd vera deildagripa
af grapunni.

Setning 6.14: G sé grupa og ~ séu jafngildisvenzl { G’ pannig ad G/~ sé
deildagripa af G. Latum N vera jafngildisflokk hlutleysunnar 1 G. Pa gildir:
(i) N er hlutgripa i G

(ii) efzeGogueNDbazur™eN

Ennfremur gildir fyrir sérhver z,y € G a0:

(iii) 2 ~ y ba og bvi adeins ad y~ 'z € N

Sonnun: e sé hlutleysan 1 G.
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(i): Ef u,v € N, b.e. u~eogv ~ e, baderuv~ee=e. svoad uv € N.

Vegnae~cerec N. Efue N,pe. u~e,baere=utu~ulte=ul,

svo ad u™! ~ e, p.e. u! € N. Samkvemt Setningu 6.11 er N bar med

hlutgripa i G.

(ii): Ef z € Gogu € N, b.e. u~ e, b4 ru ~ re = x, bar med zur™ ~

xrx ! =e, svo ad zuzr~! € N.

(iii): Ef x ~y bay 'z ~y ly =e, svoad ylw € N. Ef y~'z € N, b.e.

ylr~e bar=cr=yy e ~ye=uy.

Skilgreining: G sé grupa og N hlutgrupa 1 G. Pa er N s6gd vera normleg

hlutgripa 1 G ef fyrir sérhver x og wu gildir
efr€Gogu€ N DbadrurteN

Lidir (i) og (ii) i Setningu 6.14 segja pvi ad N sé normleg hlutgripa i G.

Setning 6.15: G sé gripa og N sé normleg hlutgripa i G. Med pvi ad setja
x ~ y ba og pvi adeins ad y 'z € N

eru skilgreind jafngildisvenzl ~ i G bannig ad G/~ sé deildagripa af G.
Ennfremur er N bé jafngildisflokkur hlutleysunnar i G.
Sonnun: Fyrst sonnum vid ad ~ séu jafngildisvenzl i G:
x~z pviad x 'z =e € N.
Ef v ~y, be y v e N, bazly=ay ) = (y'z)t €N, svoad
Y~ T.
Efr ~yogy~z be y o€ NogzlyeN,baz
svo ad x ~ z.

Neest synum vid ad G/~ er deildagrupa af G:
Gefin séu z,y,2',y € G bannig ad © ~ 2/ og y ~ ', b.e. 2 'z € N og
y 'y € N. Sanna parf ad zy ~ z'y’. Vegna (xy/) ‘(zy) = y' 'z lay =
y 'y € N pa er xy ~ xy/. Pad neegir pvi ad sanna ad zy’ ~ z'v/. Nu
er (2/y) Nay) = v (o' '2)y € N, pvi ad 2/ '2 € N og N er normleg
hlutgriapa i G. Petta synir ad xy’ ~ 2'y/'.

P4 synum vid ad N sé jafngildisflokkur hlutleysunnar e i G:
Ef x € G b4 o ~ e ba og pvi adeins ad e 'z € N. En e o = ex = z, svo ad
x ~ e pa og pvi adeins ad = € N.

ly = 27 lyy~ta € N,

Af Setningum 6.14 og 6.15 leidir ad gagnkveem samsvorun er & milli norm-
legra hlutgrapna N i grapu G og jafngildisvenzla ~ i G pbannig ad G/~ sé
deildagripa af G. Ef nd N er normleg hlutgripa { G og ~ eru tilheyrandi
jafngildisvenzl i G ba er deildagripan G/~ venjulega taknud med G/N.
Jafngildisflokkur x € G er pa taknadur med x /N, enda er jafngildisflokkur
r € G einmitt mengid {zu|u € N}. Ef notad er takn, segjum V, fyrir
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samsetninguna { G pa er jafngildisflokkur x € G b6 venjulega taknadur med
xV N.

Athugid ad ef grupan G er vixlin pa er sérhver hlutgripa i G' normleg
hlutgripa i G.

Skilgreining: f: G — H sé métun grapna. Hlutmengid
Ker(f) :={ze€G|f(x) =en}
i G er pa kalladkjarn: métunarinnar f.

Setning 6.16: Ef f : G — H er mo6tun grupna pa er Ker(f) normleg
hlutgripa i G og Im( f) hlutgrapa i H. Med bvi ad setja

f(xKer(f)) = f(x)

fyrir sérhvert x € G er skilgreind einsmétun gripna

[ G/Ker(f) — Im(f)

Sonnun: ~ séu jafngildisvenzlin 1 G bannig ad fyrir sérhver x,y € G gildi
x ~ y ba og bvi adeins ad f(z) = f(y)

Samkveemt Setningu 5.10 b4 er G/~ ba deildahalfgrapa af G, Im(f) hlut-

halfgrapa { H og med pvi ad setja

fyrir sérhvert € G er skilgreind einsmoétun halfgrapna
f: G/~ Im(f)

Hér er 7 jafngildisflokkur z. Samkveemt Setningu 6.13 er G/~ deildagripa
af G. Auk bess er x ~ eg ba og bvi adeins ad f(x) = f(eg) = eqy, svo
ad jafngildisflokkur eg er Ker(f). Af Setningu 6.14 leidir pvi ad Ker(f) er
normleg hlutgriapa i G og G/~= G/Ker(f), sér i lagi * = zKer(f) fyrir
sérhvert = € G. AJ sidustu leidir strax af Setningum 6.11 og 6.12 ad Im(f)
er hlutgrapa i H.

Vio litum na aftur & grapuna (Z, +) og sénnum fyrst setningu um (Z, +)
og almennar grupur, sem samsvarar Setningu 5.11 um (N, +4) og almennar
hélfgrapur.

Setning 6.17: Ef G er grupa og a € G ba er til ein og adeins ein moétun
grupna f : (Z,+) — G bannig ad f(1) = a.

40



Sénnun: Vid synum fyrst ad fyrir sérhver m,n € N gildir a"(a™)™! =
(a™)"ta™:
Vid hofum (a™) ta"a™ = (a™) ta™™™ = (a™) " la™t" = (™) ra™a™ = a”.
Samkveemt Setningu 6.7 er par med (a™) 'a™ = a™(a™) .

Naest synum vio ad ef m,n,k,l € N bannig ad n + k = m + [ pa sé
a™(a™)~t = al(a®)~t:
Vegna n +k = m + 1 ba er a"a® = a"* = o™ = a™a!. Af pvi leidir,
med Setningu 6.7 og reglunni hér ad ofan, ad a™ = a'a™(a*) ™! = a'(a*)"La™.
Samkveemt Setningu 6.7 er ba a™(a™)~! = a'(a®)7.

Af sidari reglunni sést ad vio getum skilgreint vorpun f : Z — G med pvi
ad setja

k

f((n=m)) =a"(a™)!

fyrir sérhver m,n € N. P4 er greinilega f(1) = f((1+1) — 1)) = aaa™* = a.
Ef na m,n,k,l € N ba feest f(n —m)+ (1 —k)) = f(n+1) — (m +
k))) — an-i-l(am—i-k)—l — an+l(ak+m>—1 — anal<akam>—1 — anal(am)—l(ak)—l —
a™(a™)"tal(a®)7t = f((n —m))f((l — k)). Petta synir ad f : (Z,+) — G er
moétun grupna.

Ad lokum synum vid ad ef g : (Z,+) — G er métun gripna bpannig ad
g(l)=abiség=f
Af Setningu 5.11 feest ad g(n) = a” fyrir sérhvert n € N. Vegna Setningar
6.12 er ba g(—m) = (a™)~! fyrir sérhvert m € N. Pvi feest ad g((n —m)) =
g(n+(—m)) = g(n)g(—m) = a"(a™)~' = f((n—m)) fyrir sérhver m,n € N.

G sé gripa, a € G og f eins og { Setningu 6.17. Ef notad er takn, segjum

V, fyrir samsetninguna i G b4 ma skrifa Va fyrir f(n). En ef ekkert takn er
notad pa er skrifad a” fyrir f(n). Ad f sé métun grupna pydir pa ad fyrir
sérhver m,n € Z gildir

am—i—n — CLman

Ad f(1) = a bydir ad a' = a. Athugid lika ad samkveemt Setningu 6.12 bé er
a’ =eqg og a™" = (a™)"!. Ef taknid ,+“ er notad fyrir samsetninguna { G er
b6 vanalega skrifad n - a fyrir f(n). Ad f sé motun grapna pyoir pa ad fyrir
sérhver m,n € N gildir

(m+n)-a=m-a)+ (n-a)

Ad f(1) = a bydir ad 1-a = a. Samkveemt Setningu 6.12 pa er 0-a = 0g og
(—n)-a=—(n-a).

Ef vid notum betta 4 grupuna (Z,+) pa faum vid samsetningu - { Z sem
nefnd er margfildun. Reglan hér ad ofan gefur pa af sér eftirfarandi setningu.

Setning 6.18: Fyrir sérhver m,n,p € Z gildir reglan
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(m+n)-p=m-p+n-p

I pessari setningu héfum vid sparad okkur svigaskriftir eins og vid gerdum
fyrir nattarulegar tolur. Pad munum vid gera afram.

Setning 6.19: Ef G er grupa og a € G ba gildir fyrir sérhver m,n € Z
reglan
a™m = (a")™

Sonnun: Gefid sé n € Z. Vio skilgreinum vorpunina g : Z — G med pvi
ad setja g(m) = a™™ fyrir sérhvert m € Z. Ef k,l € Z ba faest g(k + 1) =
ak+m — ghntlin — ghkngln — g(E)g(l). Petta synir ad g : (Z,+) — G er
motun gripna. Auk bpess er g(1) = a'™ = a". Af Setningu 6.17 leidir bvi ad
g(m) = (a™)™ fyrir 6ll m € Z.

Ef taknio ,,4+ er notad fyrir samsetninguna i G' pa segir setningin ad fyrir
sérhver m,n € Z gildi
(m-n)-a=m-(n-a)
Sér 1 lagi feest eftirfarandi setning.

Setning 6.20: Fyrir sérhver m,n,p € Z gildir reglan
(m-n)-p=m-(n-p)

Pessi setning segir ad (Z, -) sé¢ halfgripa.

Setning 6.21: Ef G er vixlin gripa og a,b € G béa gildir fyrir sérhvert m € Z
reglan
(ab)™ = a™b™

S6nnun: Vid skilgreinum vorpunina g : Z — G med bvi ad setja g(m) =
a™b™ fyrir sérhvert m € Z. Ef k,l € Z D4 faest g(k + 1) = a*tr! =
aka'bftt = aFbFalht = g(k)g(l). Petta synir ad g : (Z,+) — G er motun
gripna. Auk bess er g(1) = a'd! = ab. Af Setningu 6.17 leidir pvi ad
g(m) = (ab)™ fyrir 6ll m € Z.

Ef taknio ,,4+ er notad fyrir samsetninguna { GG pa segir setningin ad fyrir
sérhvert m € Z gildi
m-(a+b)=m-a+m-b
Sér 1 lagi feest eftirfarandi setning.

Setning 6.22: Fyrir sérhver m,n,p € Z gildir reglan
m-(n+p)=m-n+m-p

Naesta setning segir ad 1 sé hlutleysa i halfgrapunni (Z, -).
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Setning 6.23: Fyrir sérhvert m € Z gildir

1l-m=mogm-1=m
S6nnun: Pegar hafdi komid fram ad 1-m = m. Ljost er ad idz : (Z,+) —
(Z,+) er moétun grupna og ad idz(1) = 1. Af Setningu 6.17 leidir pvi ad
idz(m) = m - 1 fyrir 6ll m € Z.

Setning 6.24: Fyrir sérhver m,n € Z gildir reglan

m-n=n-m
Sonnun: Gefid sé n € Z. Vid skilgreinum vorpunina g : Z — Z med pvi
ad setja g(m) = n - m fyrir sérhvert m € Z. Ef k,l € Z ba feest g(k +1) =
n-(k+l)=n-k+n-1=g(k)+ g(l). Petta synir ad g : (Z,+) — (Z,+) er
motun graupna. Auk pess er g(1) = n -1 = n samkvemt Setningu 6.23. Af
Setningu 6.17 leidir pvi ad g(m) = m - n fyrir 6ll m € Z.

Pessi setning segir ad halfgrupan (Z, -) sé vixlin.

Setning 6.25: Ef k € Z ba gildir eitt og adeins eitt af prennu:

(i) keN

(i) k=0

(i) —-keN

Sonnun: Skrifum & = n —m med m,n € N. Ef m < n pa er, samkvaemt
Setningu 5.3, til x € N med x +m =n. En pad feest k = x +m —m = z,
svoad k € N. Ef m =nbaer k=0. Ogef n < m baer til y € N med
y+n=m. Pafeest -k =m—-n=y+n—n =y, svo ad —k € N. Detta
synir ad eitt af (i), (ii) og (iii) gildir.

Naer 0 ¢ N, pvi ad 0+ 1 = 1 og vid vitum ad ekki er til x € N med
x4+ 1=1. bvi geta (i) og (ii) ekki baedi gilt. Vegna —0 = 0 geta ba (iii) og
(ii) heldur ekki baedi gilt. Og (i) og (iii) geta heldur ekki baedi gilt, pvi ad ef
k € N og —k € N ba fengist 0 = k + (—k) € N.

Vegna Setningar 5.3 getum vid utvikkad venzlin < og < i N yfir { Z med
eftirfarandi skilgreiningu.

Skilgreining: Ef m,n € Z ba setjum vio
m < n pa og pvi adeins ad til s¢é x € N med x +m =n
m < mn pa og pvi adeins ad m < n eda m =n

Ef m,n € Z ba er til eitt og adeins eitt x € Z med x + m = n, nefnilega
x =mn —m. bvi gildir
m < n pa og pvi adeins ad n —m € N
Sér 1 lagi feest ad
0 <n ba og pvi adeins ad n € N
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N séu m,n € Z. Samkvaemt Setningu 6.25 gildir pa eitt og adeins eitt
af prennu:
(i) n—mé€N, be.m<n
(i) n—m=0bem=n
(ii) —(n—m)€eN,pbe.m—neN, be.n<m
Ef ni m,n,p € Z, m<nogn<p,peen—méeNogp—n e N, pba fest
adp—m=p—n+n—me€N, pb.e.m <p.

Vid héfum par med synt ad < er strong rodun i Z og ad tilheyrandi rédun
iZ, p.e. <, sélinuleg rodun i Z. Vio skrifum petta upp sem setningu:

Setning 6.26: < er linuleg r6dun i Z.

Setning 6.27: Fyrir sérhver m,n,p € Z gilda reglurnar

(i) efm<npaim+p<n+p

(ii)) efm<nogO<pbaim-p<n-p

Sonnun: (i): Ef m < n, be. n—m € N, paer (n+p) — (m+p) =
n+p—p—m=n—m~eN,svoad m+p<n-+p.

(ii): EEm <nog0<p be. n—meNogpeN,baern-p—m-p=
n-p+(=(m-p))=n-p+((-m)-p)=m+(-m))-p=mn-m)-peN,
svoad m-p<n-p.

Setning 6.28: Fyrir sérhver m,n € Z gildir reglan
efm-n=0pam=0edan=0

Sonnun: Gefid sé ad m-n =0 og ad n # 0. Gerum fyrst rad fyrir ad 0 < n.

Ef ba 0 < m ba fengist, samkveemt Setningu 6.27 (ii), a0 0 =0-n < m - n.

Og ef m < 0 pa fengist eins ad m -n < 0-n = 0. Pvi hlytur m = 0. P4 sé

n<0. Pader 0 =n+(—n) <0+ (—n) = —n samkveemt Setningu 6.27 (i) og

m-(—n) = —(m-n) = —0=0. Pvi feest eins og 4dur ad m = 0.

Setning 6.29: Sérhvert ekki téomt hlutmengi i Z, sem er takmarkad ad nedan,
hefur minnsta stak.

Sonnun: Gefid s¢ Q C Z, Q # (), og a € Z pannig ad a < x fyrir sérhvert
r € Q. Pagildira <z +1, pee. x4+ 1—a € N, fyrir sérhvert z € Q). Vid
setjum R:={z+1—a|z €@} CN. Parsem Q # 0 paer R# (), svoad R
hefur minnsta stak n samkveemt Setningu 3.9. Skrifum n = m + 1 — a med
meQ. Efre@pafestn<xr+1—a,pe m+1—a<x+1-—a,par
medm=m+1l—a+(—(1—a)) <z+1—a+(—(1—a)) =z fyrir sérhvert
x € ). Petta synir ad m er minnsta stak { Q.
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7 Baugar

Skilgreining: Baugur er mengi R dsamt samsetningum & og @ i R pannig
ao:
(i) (R, ®) er vixlin grupa
(ii)  (R,®) er halfgrapa
(iii)  Fyrir sérhver z,y, z € R gilda reglurnar
rOYd2)=(20y) & (x0O=2)
Y@2)or=(Yor) o (z0)

Reglurnar 1 1id (iii) i skilgreiningu bessari heita dreifireglur.

I skilgreiningunni er sagt ad baugur sé ,mengi R &dsamt samsetningum
@ og O“ en nakveemara er ad tala um bauginn (R,®,®). I reynd er po
oftast notadur enn énédkveemari rithattur en 1 skilgreingunni. Pad er nefnilega
einfaldlega sagt ad R sé baugur og gert rad fyrir ad samsetningarnar i R séu
gefnar. Su fyrri er venjulega nefnd samlagningin 1 R og tdknud med +, og
st seinni er nefnd margféldunin i R og taknud med - eda jafnvel skrifud an
takns. Hlutleysan i (R, +) er pa taknud med Og, eda jafnvel adeins 0, og
andhverfa staks = i (R,+) er tdknud med —z. Ef z,y € R ba er i stad
x + (—y) venjulega skrifad x — y. Petta skilgreinir samsetningu i R sem
kollud er fradrdttur. Auk pessa alls pa eru notadar samskonar reglur og i Z
til pess ad spara svigaskriftir. Til deemis er vinstri dreifireglan pa einfaldlega
skrifud & forminu z(y + 2) = zy + x2.

Setningar 6.1, 6.20, 6.18 og 6.22 segja ni ad Z, asamt venjulegri samlagn-
ingu og margféldun, sé baugur.

Setning 7.1: R sé baugur. Fyrir sérhver x,y € R gilda pa reglurnar

(i) 20 =0 o0g 0x =0

(i)  z(-y) = —(zy) og (—y)z = —(yz)

Sonnun: (i): Af 20 = z(0 + 0) = 20 4 20 leidir ad 0 = 0. Hér var vinstri
dreifireglan notud. Med notkun heegri dreifireglunnar feest 4 sama hatt ad
0z = 0.

(ii): Af zy + 2(—y) =

z(y + (—y)) = 20 = 0 leidir ad z(—y) = —(zy). A
sama hatt feest ad (—y)x =

—(yz).

Vegna 1ids (ii) i Setningu 7.1 getum vid leyft okkur ad skrifa —zy fyrir
hvort sem er, (—z)y eda —(xy). Ennfremur fest ad z(y —2) = x(y+ (—2)) =
zy+x(—2z) = xy+(—(xz2)), b.e. x(y—2) = vy —xz. Eins faest ad (y — z)z =
yxr — 2.
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Skilgreining: R og S séu baugar. Vorpun f : R — S er s6gd vera mdtun
bauga (eda baugmdtun) ef f : (R,4+) — (S5,+) er moétun gripna og f :
(R,-) — (5,-) er motun hélfgrapna, b.e. ef fyrir sérhver zq, 25 € R gildir
f(z1+ 22) = f(z1) + f(22)
f(z122) = f(z1) f(22)

Setning 7.2: Ef f : R — S og g : S — T eru métanir bauga ba er
go f: R — T lika métun bauga.
Sonnun: Leidir af Setningu 5.7.

Setning 7.3: Ef f : R — S er gagnteek métun bauga paer f~' : S — R
lika motun bauga.
Sonnun: Leidir af Setningu 5.8.

Skilgreining: Gagntaek métun bauga R — S er einnig nefnd einsmdtun
bauga R — S. Ef til er einsmétun bauga R — S ba er sagt ad baugarnir R
og S séu einsmdta.

Setning 7.4: R sé baugur og S sé hlutmengi i R pannig ad S sé hlutgripa
i (R,+) og hluthalfgripa i (R,-). Pa er S baugur.
Sonnun: Augljost.

Ef R og S eru eins og i Setningu 7.4 pba er ad sjalfsogou sagt ad S sé
hlutbaugur 1 R.

Setning 7.5: R sé baugur og T sé deildamengi af R pannig ad 1" sé deilda-
grupa af (R, +) og deildahalfgrapa af (R,-). P4 er T baugur.

Soénnun: Ef w € R béa sé [w] € T deild w. Fyrir sérhver z,y, z € R feest ba ad
[=(y]+[2]) = [2lly+2] = [2(y +2)] = [xy +22] = [zy] + [22] = [2][y] + [2][2]
og 4 sama hatt ad ([y] + [2])[z] = [y][x] + [z][z]. Petta synir ad T" er baugur.

Ef R og T eru eins og i Setningu 7.5 pa segjum vid ad 1" sé deildabaugur
af R.

Setning 7.6: R sé baugur og ~ jafngildisvenzl i R pannig ad R/~ sé deilda-
baugur af R. Latum [ vera jafngildisflokk 0g. Pa gildir:

(i) I er hlutgrapa i (R, +)

(i) efxreRoguelbazueclogurel

Ennfremur gildir fyrir sérhver z,y € R a0

(ili) « ~y ba og bvi adeins ad =z —y € I

Sonnun: Par sem R/~ er sér i lagi deildagrupa af (R,+) ba leida lidir (i)
og (iii) af lidum (i) og (iii) i Setningu 6.14 (og af pvi ad (R, +) er vixlin, svo
ad (—y)+z=x—y).
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(ii): Vio taknum jafngildisflokk w € R med [w] € R/~. Ef u € I ba [u] =
[0r] = Ogj~. Fyrir z € R feest bvi ad [zu] = [x][u] = [#]0g/~ = Ogje = [OR],
svo ad zu € I. A sama hatt feest ad ux € I.

Skilgreining: R sé baugur og I hlutgripa i (R,+). Pa er I sagt vera idal {
R ef fyrir sérhver x og u gildir
efxre Roguelbaxuelogurel

Athugio ad idal i baugi er sér i lagi hlutbaugur.

Setning 7.7: R sé baugur og [ sé¢ idal i R. Med pvi a0 setja

x ~ 1y ba og pvi adeins ad x —y € [
eru skilgreind jafngildisvenzl ~ i R bannig ad R/~ sé deildabaugur af R.
Ennfremur er I ba jafngildisflokkur Og.
S6nnun: Par sem (R, +) er vixlin gripa ba leidir petta allt af Setningu 6.15,
nema pad ad R/~ sé deildahalfgriupa af (R, -). Til pess ad sanna pad parf ad
synaadefz ~ 2’ ogy~y bastxy~a'y. Enefex—a' €l ogy—y €1 ba
erux(y—y)€log(x—a)y €l,svoad xy—2'y =axy—ay +ay —2'y =
w(y—y)+@—2)y el

Af pessum tveim sidustu setningum leidir ad gagnkveem samsvorun er &
milli idala [ i baugi R og jafngildisvenzla ~ i R pannig ad R/~ sé deildabaug-
ur af R. Ef I er idal i R pa er tilheyrandi deildabaugur af R pvi venjulega
taknadur med R/I. Deild x € R i R/I er ba oft taknud = + I.

Skilgreining: f: R — S sé mo6tun bauga. Hlutmengio
Ker(f) :={xz e R| f(z) = 0s}
i R er ba kallad kjarni moétunarinnar f.

Setning 7.8: Ef f: R — S er motun bauga ba er Ker(f) idal i R og Im(f)
hlutbaugur i S. Med pvi ad setja

f(z +Ker(f)) = f(z)

fyrir sérhvert « € R er skilgreind einsmoétun bauga

f: R/Ker(f) — Im(f)

S6énnun: Samkveemt Setningu 6.16 er Ker(f) hlutgripa { (R,+), Im(f)
hlutgripa 1 (S,+) og f : (Ker(f),+) = (Im(f),+) einsmétun gripna. Sam-
kveemt sonnun Setningar 6.16 eru auk pess jafngildisvenzlin ~ { R, sem gefa
deildagrapuna (R/Ker(f),+), skilgreind med
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x ~ y ba og bvi adeins ad f(z) = f(y)
Af Setningu 5.10 leidir par med ad (R/Ker(f),-) er deildahalfgrapa af (R, -),
ad (Im(f),-) er hluthalfgripa i (S,-) og ad f : (R/Ker(f),-) — (Im(f),")
er einsmotun halfgrapna. Af skilgreiningunum & deildabaugi, hlutbaugi og
motun bauga leidir b4 ad R/Ker(f) er deildabaugur af bauginum R, ad Im( f)
er hlutbaugur i bauginum S og ad f: R/Ker(f) — Im(f) er métun bauga.
Og af Setningu 7.6 leidir na ad Ker(f) er idal i R.

Skilgreining: Baugur R er sagdur vera einbaugur ef halfgrapan (R, -) hefur
hlutleysu.

Ef R er einbaugur ba er hlutleysan i (R,-) venjulega tdknud med 1g,
jafnvel adeins med 1.

Deildabaugur af einbaug er greinilega einbaugur.

Setning 6.23 segir ad Z sé einbaugur.

Skilgreining: R og S séu einbaugar og f : R — S sé motun bauga. f er pa
s6g0 vera mdtun einbauga ef f(1g) = 1g.

Setning 7.9: Ef R er einbaugur ba er til ein og adeins ein métun einbauga
f:2Z— R.
Sonnun: Samkvaemt Setningu 6.17 er til ein og adeins ein métun gripna
f:(Z,+) — (R,+) bannig ad f(1) = 1g. (Ef m € Z ba héfum vid skrifad
m - 1g fyrir f(m).) Na sé n € Z. Vid skilgreinum varpanirnar g : Z — R og
h :Z — R med bvi ad setja

g(m) = F(mn) og h(m) = f(m)f(n)
fyrir sérhvert m € Z. Fyrir sérhver k,l € Z feest ba g(k+1) = f((k+1)n) =
F(kn+in) = f(kn)+ F(In) = g(k)+ (1) og h(k-+1) = F(k+1)f(n) = (f(k)+
f)fn) = f(k)f(n) + f(I)f(n) = h(k) + h(l). Petta synir ad g og h eru
motanir griapna. Nuaer g(1) = f(1n) = f(n) og h(1) = f(1)f(n) = 1rf(n) =
f(n). Samkveemt Setningu 6.17 er bvi g = h, b.e. f(mn) = f(m)f(n) fyrir
sérhvert m € Z. Petta synir ad f er métun bauga.

Skilgreining: R sé einbaugur. Stak u € R er pa sagt vera eining { R ef u
hefur andhverfu i (R, -).

Samkvaemt Setningu 6.9 er mengi allra eininga i einbaugi R gripa med
tilliti til margfoldunarinnar i R. Pessi grupa er gjarna taknud med R*.

Skilgreining: Einbaugur R er sagdur vera heilbaugur ef 1z # Og og fyrir
sérhver z,y € R gildir
ef vy =0g pa x = 0g eda y = 0g
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Samkveemt pessari skilgreiningu pa er baugur R heilbaugur pa og pvi
adeins ad R\{0g} sé halfgrapa med hlutleysu med tilliti til margfoldunarinnar
iR.

Setning 6.28 segir nt ad Z sé heilbaugur.

Setning 7.10: R sé heilbaugur. Fyrir sérhver z,vy, 2 € R gilda pa reglurnar
ef zv =zyog z#0Ogbax =1y
ef xz=yzog2#0gbaxr=y
Sonnun: Ef zx = zy ba zx — zy = Og, svo ad z(x — y) = Og. Vegna z # Og
ba hlytur par med x —y = Og, b.e. = y. A sama hatt feest ad ef xz = yz
béd z =y.

Skilgreining: Einbaugur R er sagour vera deilibaugur ef 1z # Og og sérhvert
stak { R\ {0} hefur andhverfu i (R,-), b.e. R* = R\ {0}.

Samkvaemt bessari skilgreiningu pé er baugur R deilibaugur ba og pvi
adeins ad R\ {0} sé gripa med tilliti til margfoldunarinnar i R. Sér i lagi er
sérhver deilibaugur lika heilbaugur.

Skilgreining: Baugur R er sagdur vizlinn ef halfgrapan (R, -) er vixlin.

Hlutbaugur 1 vixlnum baug er ad sjalfségou vixlinn. Somuleidis deilda-
baugur af vixlnum baugi.
Setning 6.24 segir ad Z sé vixlinn baugur.

Skilgreining: Kroppur er vixlinn deilibaugur.

R s¢ vixlinn heilbaugur. Vid skilgreinum venzlin ~ i R x (R \ {0}) =

{(b,a)|a,be R,a# 0} med pvi ad setja
(b,a) ~ (d,c) ba og bvi adeins ad be = ad

fyrir sérhver a,b,c,d € R, a # 0, ¢ # 0. Fyrir sérhver a,b,c,d,e, f € R,

a#0,c#0,e#0, feest pa:

(i) (b,a) ~ (b,a), bvi ad ba = ab.

(ii)  Ef (b,a) ~ (d,c), b.e. bc = ad, ba da = cb, b.e. (d,c) ~ (b,a).

(i) Ef (b,a) ~ (d,c) og (d,c) ~ (f,e), b.e. bc = ad og de = cf, ba
bec = bce = ade = acf = afc, vegna ¢ # 0 par med be = af, b.e.
(b,a) ~ (f,e).

Petta synir ad ~ eru jafngildisvenzl { Rx (R\{0}). Vi0 taknum jafngildisflokk

(b,a) € Rx (R\{0}) med £ og deildamengid (R x (R\{0}))/~ med Quot(R).

Vid héfum pa

Quot(R):{gm,beR,a;ﬁO}
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og samkveemt skilgreiningu gildir

b d
— = — Dbé og bvi adeins ad bc = ad
a c

fyrir sérhver a,b,c,d € R, a # 0, ¢ # 0.
Na séu a,b,c,d,a’,b/,d,d € R bannig ad (b,a) ~ (V/,a’) og (d,c) ~

(d',c), be. ba’ =ab og dd = cd'. Pa feest:

(i) bea'd = ba'cd = allcd = ach'd og add’'d = add'a’ = acd'a’ = acd'd,
svo ad (bc+ ad)a'd = bed'd + add'd = ach'd + aca'd = ac(V' + d'd'),
b.e. (be+ ad,ac) ~ (V' +dd',d'c).

(ii)  bdd'd =bd'dd = ab'ed = ach'd, b.e. (bd,ac) ~ (V'd',d'c'). Petta synir
ad vid getum skilgreint samlagningu og margféldun i Quot(R) med
bvi ad setja

b d_ bctad
a C_ ac
og
b d_b
a c_ac

fyrir sérhver a,b,c,d € R, a # 0, ¢ # 0.
Fyrir sérhver a,b,c,d,e, f € R, a # 0, ¢ # 0, e # 0, feest ni:

: b d f_ b + d f (betad)etacf _ beetadetacf _ beceta(detcf) _
(1) E}E +dz_2 ;J_ e s + ace - ace - ace -
e1C,
¢ T g ( )
(11) LA d _ bcta ad+bc _ datbe _ d + b
a g g ca C a
(lll) %_’_ 1 Oa+1b 0+b _ b
a
(iv) %b%—%—f_%gjabf _bb%;%a:%:%,bvia?c@-l:():aa-o
b d _bd _f _ bdf _ b b (d
V) G =g c=ge=a e=a (0
(vi) b4 Sa b
RN S T ¢ T
i I'azg—a detcf _ b(detcf) b(detcf)a
b d b + e+c e+c
(vii) 2-(S+ 1) =2 = =220 = e , bvi ad b(de + cf)acea =
aceb(de+cf)a, par med 2-(4+1) = i Z;‘;f)a = Yeatbefa  bdaetach]
+4 = L

Petta sgfcnlr ad Quot( r vixlinn einbaugur.

Fyrir a,b € R, a # 0, feest ad g = % béa og pvi adeins ad b-1 =a -0, p.e.
b= 0. Af pvi sést ad ef g + % ba b # 0, svo ad § € Quot(R). En ba gildir
7 g = Z_Z = %7 bvi ad ab- 1 = ba - 1. Petta synir ad Quot(R) er kroppur.

Vid skilgreinum na vérpunina j : R — Quot(R) med pvi ad setja

o~
U

o

kh

Qo=
nl&
= +

b

= 2

jb) =5
fyrir Serhvert be R. Pa faest jo+d) =t = blild — by d — j(p) 4 j(d)
og j(bd) = % = b = b. 4 — j(p). j(d) fyrir sérthver b,d € R. Ennfremur
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er j(1) = 1. Petta synir ad j : R — Quot(R) er métun einbauga. Ef na
b,d € R og j(b) = j(d), b.e. % = %, pa feest b-1 =1-d, p.e. b =d. Petta
synir ad j er eintaek.

bott ekki sé pad alveg nakveemur rithattur pa er vanalega ekki gerdur
greinarmunur 4 b € R og % € Quot(R) og bvi litid 4 R sem hlutbaug {

Quot(R).

Skilgreining: R sé vixlinn heilbaugur. Kroppurinn Quot(R) er ba nefndur
brotakroppur R.

Brotakroppur Z er tdknadur med Q. Stokin i Q eru nefnd redar télur.
Ef a,b € Z, a # 0, pa er :—Z = g, pvi a0 —ba = —ab. Af bessu leidir a0
skrifa ma sérhverja reeda tolu a4 forminu g med a,b € Z,0 < a.

Skilgreining: Raed tala « er sogd vera jdkved ef skrifa mé o & forminu
az%meéa,bez,0<a,0<b.

Setning 7.11: Ef a og [ eru jakveedar reedar tolur pa eru a + 3 og af lika
jakveedar.

Sonnun: Skrifum o = g og B = % med a,b,c,d € 4,0 < a,0<b, 0<ec,
0 < d. Pagildir 0 < ac, 0 < be+ad og 0 < bd. Af pvi leidir ad a + 3 = betad
og aff = % eru jakvaedar.

Setning 7.12: Ef o € Q pa gildir eitt og adeins eitt af prennu:

(i) a er jakveed

i) a=0

(ili) —a er jakveed

Sonnun: Skrifum o = g med a,b € Z,0 < a. Ef 0 < b ba er a jakvaed. Ef
b=0padera=0. Ogefb<0Dpa0 < —b, svo ad —« er jakveed. Nu er 0 ekki
jakveaeo, pvi ad Czl =0= % bé og bvi adeins ad d = 0. bvi geta (i) og (ii) ekki
baedi gilt. Vegna —0 = 0 geta ba (iii) og (ii) heldur ekki baedi gilt. Og (i) og
(iii) geta ekki beedi gilt, pvi ad ef a og —a veeru badar jakveedar ba fengist,
samkvaemt Setningu 7.11, ad 0 = o + (—a) veeri jakveed.

Fyrir b = % € Z faum vio ad b er jakvaed pa og pvi adeins ad 0 < b, b.e.
b € N. Af pessu sést a0 fyrir sérhver a,b € Z gildir
a < b pa og pvi adeins ad b — a sé jakvaed
Vio getum bvi utvikkad venzlin < og < 1 Z yfir 1 Q med eftirfarandi skil-
greiningu.

Skilgreining: Ef o, § € Q ba setjum vid
a < [ ba og pvi adeins ad f — a sé jakvaed
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og
a < B ba og pvi adeins ad o < f eda o = 3

Naestu tveer setningar sannast ni eins og Setningar 6.26 og 6.28.
Setning 7.13: < er linuleg rédun { Q og < er tilheyrandi strong rodun 1 Q.

Setning 7.14: Fyrir sérhver «, 3,v € Q gilda reglurnar
(i) efa<pfbiat+y<f+7y
(ii)) efa<fBogl<ybaay<py

Ni séu o, € Q, 0 < o, 0 < f. Viéskrifumazgogﬁzgmeé
a,b,c,d € N. Paer1 <cogl <, svoaé‘zl < c% =d< db:dag samkvaemt
Setningu7.14 (ii). Vegna da € N héfum vid pvi sannad eftirfarandi setningu.

Setning 7.15: Ef o, € Q, 0 < a og 0 < B, pa er til m € N bannig ad
6<m-a.

Skilyrdio 0 < 3 1 pessari setningu er ad sjalfsogou 6parft, pvi ad ef 0 < «
ogf<0pap<a=1-a.
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8 Margfaldar samsetningar

Ut fra gefinni samsetningu V i mengi M maé skilgreina varpanir V, :

M™ — M, n € N, med prepun & eftirfarandi hatt:
Vi(zy) =2
fyrir 6ll x; € M.
Vi1 (@1, ooy Trg1) = Vi(z1, o, k) V T

fyrir 1l xy, ..., 2541 € M.

Ef ekkert takn er notad fyrir samsetninguna V i M ba er venjulega skrifad

n
[«
i=1

istad Vp(x1,...,z,). Somuleidis ef tdknid ,,-“ er notad fyrir samsetninguna.

Vid hofum pa samkvaemt skilgreiningu

1
[[ei==
i=1
k+1 k
HiUz' = sz Tk41
i=1 i=1

Ef tdknid ,,4+* er notad fyrir samsetninguna pa er hinsvegar skrifad
n
>
i=1

istad V,(x1,...,2,). Vid héfum ba

1
g Zr; = T1
i=1

k41

k
Z%’ = (Z %) + Tpt1
i=1 i=1

samkvaemt skilgreiningu.
l+n

Efl € Z,n € Nog x41,...,214n € M D er gjarna skrifad [[,2° ;

stad [[;—, zi4; og samsvarandi fyrir > .

33

i



Neesta setning er almenn tengiregla.

Setning 8.1: G sé halfgrapa. Fyrir sérhver m,n € N og sérhver z1, ..., Zppn €
G gildir pa reglan

m+n m m+n

I (1) (11 )

i=1 i=1 i=m+1

Sonnun: Petta feest audveldlega af tengireglunni { G med prepun yfir n.
Pa kemur almenn vixlregla.

Setning 8.2: G sé vixlin halfgripa. Fyrir sérhvert n € N, sérhver x4, ..., x, €
G og sérhverja gagntaeka vorpun o : [1,n] — [1,n] gildir ba reglan

H T, = H Lo (4)
=1 =1

Sonnun: Petta er sannad med prepun yfir n. Prepunarbyrjunin er aug-
ljos. Med pvi ad nota eftirfarandi hjalparsetningu a tilfellid n = k£ + 1 og
j = o Yk +1) sést ad { prepunarskrefinu ,n = k — n = k + 1 naegir ad
sanna fullyrdinguna i tilfellinu o(k + 1) = k£ + 1. En bad er audvelt ut fra
prepunarforsendunni.
Hjalparsetning: Ef o : [1,n] — [1,n] er gagnteek vorpun og j € [1,n] ba
er med o (<< .

. 1+ e <i1<n-—y

w(i) = {@'—(n—j) efn—j+1<i<n

skilgreind gagnteek vorpun w : [1,n] — [1,n] og

n

[1z0 =120
=1

i=1

Sonnun: Ef j = n ba er w hlutlausa vérpunin og ekkert er ad sanna. Gerum
bvi rad fyrir ad 7 < n. Audvelt er ad sja ad w er gagntaek. Og til bess ad sja
a0 jafnan gildir er n6g ad athuga ad samkvaemt Setningu 8.1 gildir

n 7 n
Hma(i) = <H xa(i)) < H xo(i))
i=1 i=1 i=j+1

0g

n n—j n
Hx(aow)(i) = (H Jf(aow)(i)) ( H m(aow)(i))

i=1 i=n—j+1
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og a0 samkveemt skilgreiningu 4 w gildir

n—j n—j n
H L(gow) (i) = H%(iﬂ‘) = H Lo (i)
=1 =1

i=j+1

0g

n n J
H L(oow)(i) = H Lo(i—(n—j)) = H%(z’)
i=1

i=n—j+1 i=n—j+1

og ad vegna vixlreglunnar i G gildir

J n n J
i=1 i=j+1 i=j+1 i=1

G sé vixlin halfgrapa og J sé eitthvert endanlegt mengi, J # 0. Gefin
sé fjolskylda (z;);es af stokum z; i G. Latum n vera fjolda stakanna i J.
Ef o, x : [1,n] — J eru gagntaekar varpanir pa er vorpunin o := ¢~ o y :
[1,n] — [1,n] lika gagntek og ¢ oo = x. Samkveemt Setningu 8.2 gildir pvi

H Tp(i) = H Lp(a(i)) = Hxx(i)
i=1 i=1 i=1

Vid getum pvi skilgreint samsetningu stakanna z;, j € J, med pvi a0 setja
n
H Tj = H Lp(i)
jed i=1

ef ¢ : [1,n] — J er gagnteek vorpun.

N séu J; og Jo sundurleg endanleg mengi, hvorugt peirra témt, pannig
ad J = ;U Js. Ef o1 : [1,n1] — J1 og s : [1,n2] — Jo eru gagntaekar
varpanir pa er me0

= ot —my) efng+1<i<ng+ny

skilgreind gagnteek vorpun ¢ : [1,n1 4+ ng] — J. Af Setningu 8.1 leidir pvi ad

Af pessari reglu feest svo eftirfarandi setning med prepun yfir fjolda stakanna

iC.
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Setning 8.3: G sé vixlin halfgrapa. J sé endanlegt mengi, J # (), og C sé
deildamengi af J. Fyrir sérhverja fjolskyldu (z;);cs af stokum z; { G gildir

b4 reglan
[T~ T1 (T

jeJ cec \jeC

Ef m,n € N ba getum vid skrifad [1,n] x [1, m] sem sammengi mengjanna
[1,n] x {j}, j € [1,m], en lika sem sammengi mengjanna {i} x [1,m],
€ [1,n]. Af Setningu 8.3 leidir pvi ad i vixlinni halfgrapu G gildir reglan

[ ({1-) - (1)

A9d lokum koma svo almennar dreifireglur.

Setning 8.4: R sé baugur. J sé endanlegt mengi, J # (). Fyrir sérhverja
fjolskyldu (z;) ;e af stokum z; { R og sérhvert stak y € R gilda ba reglurnar

y (Z xj) =y

jeJ jeJ

)5

jeJ jeJ

Sonnun med prepun yfir fjélda stakanna 1 J.
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9 Radadar grupur

I pessum kafla tdknar 7~ mengi allra peirra hlutmengja { Q sem eru ekki
tom og eru takmorkud ad nedan i Q. Ef A C Q pa taknum vid mengi allra
nedri marka fyrir A { Q med U(A). Svo ad A € T ba og bvi adeins ad A # ()
og U(A) # 0.

Fyrir A, B € T setjum vi0

A ~ B bé og bvi adeins ad U(A) = U(B)
Med pessu eru augljoslega skilgreind jafngildisvenzl ~ i 7. Jafngildisflokk-
arnir eru nefndir rauntélur og mengi allra rauntalna, p.e. deildamengid T /~,
er taknad med R. Jafngildisflokk A € T tdknum vio med inf A. Vid héfum
ba

R={infA|AeT}
og fyrir sérhver A, B € T gildir

inf A = inf B ba og bvi adeins ad U(A) = U(B)

Vid getum nu greinilega skilgreint r6dun < { R med pvi ad setja
inf A < inf B ba og bvi adeins ad U(A) C U(B)
fyrir sérhver A, B € T.

Ef A, B € T ogekkiinf A < inf B baer til x € U(A) pannig ad z ¢ U(B),
be. z <afyrirolla € Aentilb € B med b < x. En fyrir sérhvert y € U(B)
feest pAy < b <2z < afyrirdll a € A, svo ad y € U(A). DPetta synir ad
U(B) C U(A), b.e. inf B < inf A. Vid hofum par med sannad eftirfarandi

setningu.
Setning 9.1: < er linuleg r6dun 1 R.

Pessa rodun 1 R meetti kalla venjulega rodun i R og pegar vid reedum um
rodun { R eigum vid vid pessa rodun nema annad sé tekio fram. Tilheyrandi
stranga rooun { R taknum vid ad sjalfségou med <.

Setning 9.2: Sérhvert hlutmengi 1 R, sem er ekki tomt og er takmarkad ad
nedan i R, hefur staerstu nedri mork i R.
Sonnun: Gefid sé hlutmengi A { R sem er ekki tomt og er takmarkad ad
nedan { R. Fyrir sérhvert a € A veljum vid okkur A, € T bannig ad
a = inf A, og setjum svo B = |, 4 Aa- Par sem A er ekki tomt og sérhvert
A, a € A, er ekki tomt pa er B ekki tomt.

Ef ¢ € R eru nedri mork fyrir A, £ = inf X med X € T, ba gildir
U(X) € U(A,) fyrir sérhvert a € A, par med U(X) C U(B). Par sem
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U(X) # 0 ba er par med U(B) # 0, svo ad B € T. Vid setjum = inf B.
Af ofansdgou leidir pa ad fyrir sérhver nedri mork ¢ fyrir A { R gildir £ < 5.

N gildir greinilega U(B) C U(A,) fyrir sérhvert o € A, b.e. f < a fyrir
sérhvert a € A, svo ad 8 eru nedri mork fyrir A i R.

Ef r € Q ba setjum vid r = inf{r} € R. Med i : r — r er ba skilgreind
vorpun i : Q — R.

Ef na r;s € Q, r < s, ba er greinilega s € U({s}) en s ¢ U({r}), svo ad
ekki gildir s < r. Petta synir a0 fyrir sérhver r, s € Q gildir

efr<spar<s
Sér 1 lagi er vorpunin ¢ einteek.

Nuasé A € T. Pagildir greinilega U(A) C U({a}) fyrir sérhvert a € A, svo
a0 inf A < g fyrir sérhvert a € A. inf A eru pvi nedri mork fyrir hlutmengio
{ala € A}iR. Enef p € R, § = inf B med B € T, eru einhver nedri
mork fyrir petta hlutmengi i R ba er U(B) C U({a}) fyrir sérhvert a € A,
par med U(B) C U(A), svo ad f < inf A. Petta synir ad inf A eru steerstu
nedri mork fyrir hlutmengid {a|a € A} 1 R.

Fyrir sérhver A, B € T setjum vid nu
A+B={a+blac A,be B}
Par sem A og B eru ekki tom ba er A + B ekki tomt. Og ef x eru nedri
mork fyrir A i Q og y eru nedri mork fyrir B i Q pa eru x + y greinilega
nedri mork fyrir A + B 1 Q. Pvi feest ad A+ B € 7. Nu er augljoslega
(A+B)+C=A+(B+C), A+ B=B+ Aog A+ {0} = A fyrir sérhver
A,B,C €T, svoad (T,+) er vixlin halfgrapa med hlutleysu {0}.
Fyrir sérhver A, B, C € T gildir nd reglan
ef ULA) CU(B)paUA+C) CU(B+C)
Pad sést af eftirfarandi: Ef til veeri z € U(A+C) med x ¢ U(B + C) ba gilti
x < a+ c fyrir sérhvert a € A og sérhvert ¢ € C en til veeru b € B og ¢ € C
med b+ c < z. En ba fengist b < x — ¢ < a fyrir sérhvert a € A, svo ad
r—ceU(A)enx—c¢ U(B).

Nua séu gefin A, B, A", B" € T bannig ad U(A) = U(A") og U(B) =
U(B'). Af reglunni hér ad ofan leidir pa ad U(A + B) = U(A' + B) og
UA +B)=U(A+B'),svoad U(A+ B) = U(A’+ B’). Af bessu leidir ad
R er deildahalfgrapa af (7,+), b.e. vid getum skilgreint samlagningu + i R
med pvi ad setja

inf A + inf B = inf(A + B)
fyrir sérhver A, B € T, og (R, +) er ba halfgriupa. Par sem (7, +) er vixlin
med hlutleysu {0} ba er (R, +) lika vixlin med hlutleysu inf{0}.

Setning 9.3: (R, +) er vixlin grupa.
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Sonnun: Vid eigum adeins eftir ad syna a0 sérhvert o € R hafi andhverfu
i (R,+). Skrifum a = inf A med A € 7 og setjum B ={—z|z € U(A) }.
Paer B # (), pvi ad U(A) # 0. Og ef a € A ba gildir < a fyrir sérhvert
x € U(A), bar med —a < —x fyrir sérhvert x € U(A), svo ad —a eru nedri
mork fyrir B. Vio hoéfum pvi B € T og setjum = inf B. Vid viljum syna ad
g sé andhverfa fyrir a 1 (R, +), b.e. ad U(A+ B) = U({0}).

Efae€ Aogbe Bbaer —be U(A),svoad —b<a, p.e. 0 <a+b. Petta
synir ad 0 € U(A 4+ B) og af pvi leidir augljoslega ad U({0}) C U(A + B).
Gerum nu rad fyrir ad til veeri y € U(A + B) bannig ad y ¢ U({0}), b.e.
pannig ad 0 < y. Afy € U(A + B) fengist ad y < a — z, b.e. y+ 2z < a,
fyrir sérvert a € A og sérhvert x € U(A). Pad byddi ad ef x € U(A) ba
lika y +x € U(A). Med brepun yfir n fengist ad ef z € U(A) og n € N ba
ny+az € U(A). Enefa € Aogaz € U(A) ba er, samkveemt Setningu 7.15, til
m € Nmed a—z < myog parmed a—x < (m+1)y, svoad a < (m+1)y+=x
og bvi (m+ 1)y +x ¢ U(A). Pvi hlytur U(A + B) C U({0}).

Efr,s € Qbaer {r}+{s} = {r+s}. Pad synir ad fyrir 6ll r, s € Q gildir
r+s=r+s

Setning 9.4: Fyrir sérhver o, 5, € R gildir reglan
efa<fbaat+y<pB+y

Sonnun: Petta er ekkert annad en reglan
ef U(A) CU(B)baUA+C)CU(B+C)

sem var sonnud hér ad framan.

Skilgreining: Réoud gripa er vixlin gripa (M, +) asamt linulegri rodun <
i M bannig ad fyrir sérhver x,y,z € M gildi
efr<ybair+z<y+=z

Reyndar veeri ndkveemara a0 skilgreina radada grapu sem prennd (M, 4, <
). Vid munum b6 ekki vera svo nédkveem heldur munum vid pvert & moti leyfa
okkur a0 tala einfaldlega um ,radada grapu M“. Strongu rédunina i M sem
tilheyrir réduninni < { M munum vid takna med <. [stad z < Yy munum vid
stundum skrifa y > z og y > x { stad = < y.

Samkveemt fyrri setningum pé eru Z, Q og R radadar gripur.

Setning 9.5: M sé rodud gripa. Fyrir sérhver x,y,z,w € M gilda ba
reglurnar

(i) efxr<ybdr+z<y+z

(i) efr<yogz<wbir+z<y+w

(i) efx<ybd —y<—x

(iv) efx<yogneNDan-z<n-y
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Sonnun: Heimaverkefni.

Par sem rodunin 1 radadri grapu er linuleg pa feest af sidasta lid setning-
arinnar a0 fyrir sérhver z,y € M gildir
efneNogn-z<n-ypazr<y
Ennfremur feest ad ef a € M, a > 0, ba gildir fyrir sérhver m,n € Z ad
m-a <n-a pad og pvi adeins ad m <n

Skilgreining: M og N séu radadar graupur og f : M — N sé grupumotun.
Vid segjum ad f sé stefnd ef fyrir sérhver x1, x5, € M gildir
ef x1 <xy ba f(z1) < f(xg)
eda ef fyrir sérhver x,,xo € M gildir
ef x1 < a9 ba f(x1) > f(x2)
Vi segjum ad f sé strangt vaxandi ef fyrir sérhver x1, x5 € M gildir
ef 21 <y ba f(z1) < f(x2)

Ef M er r60ud gripa og a € M ba er vorpunin f : Z — M, n — n - a,
stefnd motun radadra grupna.
Vorpunin i : Q — R, r — r, er strangt vaxandi métun radadra gripna.

Skilgreining: Ro60ud gripa M er sog0 vera arkimediskt réoud ef fyrir sér-
hvert a € M, a > 0, og sérhvert x € M er til n € N pannig ad z < n - a.

Samkvaemt Setningu 7.15 er Q arkimediskt r6oud gripa.

Setning 9.6: R er arkimediskt rodud gripa.
Sonnun: Gefid sé a € R, a > 0. Vi0 setjum

A={¢eR|n-a<fyrirollne N}

P4 er A greinilega takmarkad ad nedan i R. Gerum rad fyrir ad A # 0. P4
hefdi A samkveemt Setningu 9.2 steerstu nedri mork 7. Vegna n — a < n ba
veeri n—a ¢ A. Pad veeri pvitilm € Nmed n—a < m-a, b.e. n < (m+1)-a.
Vegna 1 < n+ a veeru 1 + « ekki nedri mork fyrir A. Pad veeri pvi til £ € A
med £ < n+a. En ba fengist £ < (m+1)-a+a = (m+2)-«aimotsdégn vid
skilgreinguna 4 A. Pvi hlytur A = (). En pad pydir ad fyrir sérhvert £ € R
ertiln € Nmed £ <n-a.

Ef M er arkimediskt r6oud gripa, a € M, a > 0, og z € M Dba er
samkveemt skilgreiningu til £ € N med z < k- a. Vegna a > 0 faest pa ad
2z < (k+1)-a. Petta synir ad mengid Q ={h € Z|z < h-a} er ekki tomt.
Niaerlikatill € Nmed —z <[-a. Enpaer —l-a <z Ogefth < —[ba
feest h-a < —[-a < z. Petta synir ad () er takmarkad ad nedan i Z. Pa0 er
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bvi til minnsta stak n i @, b.e. n € Z bannig ad z <n-aen (n—1)-a < z.
bPad pydir ad z <n-a < z+a.

Setning 9.7: M sé arkimediskt r6oud grupa og a € M, a > 0. Gefin séu
r,y € Mmedx <y. Paerutilm € Nogn € Z pannigad m-x < n-a < m-y.
Soénnun: Afzx < yleidir ad y—x > 0, svo ad tiler m € N med a < m-(y—x),
b.e. m-z+a < m-y. Og samkveemt ofanségdu er til n € Z med m - x <
n-a<m-x+a.

Na séu &,n € R, £ <n. Par sem R er arkimediskt rodud grapa og 1 > 0
ba leidir af Setningu 9.7 ad tilerum e Nogne€Zmed m-{ <n-1<m-n.
Ef vid setjum nt r = = ba er m-r = n, svo ad vid faum m-§ <m-r <m-n.
Par sem m € N pa feest af pessu eftirfarandi setning.

Setning 9.8: Ef £, € R, £ <n, bé er til r € Q bannig ad { <r < n.

M sé enn arkimediskt rodud grupa og a € M, a > 0. Fyrir sérhvert
x € M setjum vio

F(x):{%|mEN,nGZogm-xSn-a}

Par sem til er n € N med x < n-a, pe. ¥ € F(z), bd er F(z) # 0. N séu
gefin ke NogleZ.
Gerum fyrst rad fyrir ad [ -a < k-x. Ef m € N og n € Z bpannig ad
m-x < n-apafestad ml-a <mk-x=km-x < kn-a, par med ml < kn,
b.e. £+ < 2. Petta bydir ad + € U(F(x)).
Gerum ba rad fyrir ad k -z < [ - a. Samkvemt Setningu 9.7 eru ba til
m € N og n € Z pbannig ad mk-x < n-a < ml-a. En af pvi leidir ad
¢ F(z) og ad n < ml, bar med = < L. Pad synir ad £ ¢ U(F(z)).
Vid faum ad + € U(F(z)) bé og bvi adeins ad [-a < k-z. Enl-a <k-z
jafngildir k - (—2z) < —[-a, b.e.a.s. —é € F(—x). Vid héfum pvi synt ad

F(—z) ={-r|reU(F())}

Par sem F'(—z) # () ba feest sér i lagi ad U(F(x)) # 0, b.e. F(x) er takmarkad
a0 nedan 1 Q.
Af pessu sést ad vio getum skilgreint vorpun f : M — R med pvi ad setja

f(z) = inf F(2)

fyrir sérhvert z € M.
Af ofansbgdu feest pa a0 fyrir sérhvert x € M gildir



Nt séu z,y € M og x < y. Samkveemt Setningu 9.7 eru til m € N ogn € Z
bannig ad m-x < n-a < m-y. Af pvileidir ad * ¢ U(F(z)) en > € U(F(y)),
svo ad ekki gildir U(F(y)) C U(F(x)), b.e. ekki gildir inf F'(y) < inf F(z).
bvi faest ad fyrir sérhver x,y € M gildir

ef <y ba f(z) < f(y)

ba séu aftur x,y € M. Gefin séu m,k € N ogn,l € Z bannigad m-z < n-a
ogk-y<l-a. Pafest mk-x=km-x<kn-a=nk-aogmk-y<ml-a,
bar med mk - (z +y) =mk-x+mk-y <nk-a+ml-a= (nk+ml)-a. Pad
bydir ad L 4 L = 2Etml ¢ Pz 4 y). Petta synir ad F(z) + F(y) C F(z +y).
Af bvi leidir svo ad U(F(z +y)) C U(F(z) + F(y)), svo ad inf F(z +y) <
inf(F(x)+F(y)) = inf F(z)+inf F(y). Vio faum pvi ad fyrir sérhver z,y € M
gildir
fle+y) < fz)+ fy)

En ba gildir lika f(y) = f(—x+2+y) < f(—2)+ f(z+y) = —f(x)+ f(z+y)

og par med

f@)+fly) < fle+y)
Vid hofum pvi synt fram 4 ad f er strangt vaxandi métun gripna. Fyrir
ke NogleZgildirnil-a<k-abaog bvi adeins ad | < k, b.e. %g 1.
Af bvi leidir ad U(F(a)) = U({1}), svo ad inf F'(a) = inf{1} =1, b.e.

fla) =1

Na sé g : M — R einhver stefnd moétun gripna bannig ad g(a) = 1.
Par sem ekki gildir 1 < 0 hlytur b4 ad gilda g(z) < g(y) ef x < y. Nu
s¢cx € M. Ef m € N ogn € Z bannig ad m - < n - a pa feest ad
m-g(x) =g(m-x) < g(n-a) =n-g(a) =n-1, par med g(z) < . Petta
synir ad ¢(z) eru nedri mork fyrir hlutmengid {r|r € F(z)} i R, svo ad
g(x) <inf F(x). Vio faum pvi ad fyrir sérhvert x € M gildir

g(x) < f()
En ba gildir lika —g(z) = g(—z) < f(—2) = — f(z) og bar med
flz) < g(x)

Vid hofum pvi synt fram & ad g = f.
Med pessu héfum vid sannad eftirfarandi setningu.

Setning 9.9: M sé arkimediskt rodud grupa og a € M, a > 0. Pa er til ein
og adeins ein stefnd moétun grapna f : M — R bannig ad f(a) = 1. Pessi
motun er strangt vaxandi, sér 1 lagi einteek.
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Med pvi ad nota Setningu 9.9 & R faum vid fyrir sérhvert a € R, a > 0,
otvireett dkvardada stefnda motun radadra gripna 6, : R — R pannig ad
do(a) = 1. Greinilega hlytur 6; = idg.

Na sé a € R, a > 0. Setjum b = §,(1). Par sem 1 > 0 og J, er strangt
vaxandi pa er b > 0. En pa er 6, 09, : R — R stefnd moétun radadra gripna
og (0p 0 9,)(1) = dp(b) = 1. DPvi hlytur 6, 0 0, = d; = idg. Af bvi leidir
a0 0, er atek. Par sem ¢, er strangt vaxandi pa er J, par med gagnteek.
Vegna 0, o §, = idg hlytur pa §, = 8, '. Par med er §, lika gagnteek og
6a ' = 0, sér i lagi 6(1) = a. Pasé ¢ : R — R einhver stefnd moétun
radadra grupna pannig ad £(1) = a. Grapumédtunin j,oe : R — R er pa lika
stefnd og (0, 0 €)(1) = d,(a) = 1. Af bvi leidir ad J, o e = idg og bar med
£ = 5a_1 = (51,.

Vid hofum med pessu synt ad fyrir sérhvert a € R, a > 0, er til ein og
adeins ein stefnd motun radadra grupna p, : R — R bannig ad u,(1) = a.
Auk bess a0 p, er strangt vaxandi og gagntaek.

Setning 9.10: Fyrir sérhvert a € R er til ein og adeins ein stefnd motun
radadra grapna fi, : R — R bannig ad 1,(1) = a. Ef a # 0 ba er u, gagnteek.
Sonnun: Samkveemt ofansdgdu ba er petta rétt fyrira > 0. Ef v : R - R
er métun grapna pa er med x — —v(z) skilgreind grapumétun —v : R — R.
Bersynilega er v stefnd ba og bvi adeins ad —v sé stefnd, v(1) = a béa og bvi
adeins ad (—v)(1l) = —a, og v gagntaek ba og bvi adeins ad —v sé gagntaek.
Af bessu sést ad setningin er lika rétt fyrir a < 0 og ad p_q = —fiq-

Vio skilgreinum ni pp : R — R med bvi ad setja po(x) = 0 fyrir 6l
x € R. Pé er py augljoslega stefnd moétun radadra grupna og (1) = 0. Pa
sé v : R = R einhver stefnd métun radadra grupna pannig ad v(1) = 0.
Gerum rad fyrir ad til veeri b € R med v(b) # 0 og setjum ¢ = v(b). Pa veeri
vou: R — R stefnd moétun radadra gripna og (v o up)(1) = v(b) = c. Par
sem ¢ # 0 pa hlyti pvi v o up = p. samkveemt pvi sem pegar var sannad.
En bar sem p; og pi. eru gagnteekar pa fengist par med ad v veeri gagntaek, 1
motsogn viod ad v(1) = 0. Pvi hlytur v = py.

Vio skilgreinum nd margféldun { R med pvi a0 setja

ba = f14(b)
fyrir sérhver a,b € R.
Par sem p, er strangt vaxandi ef @ > 0 ba gildir eftirfarandi setning.

Setning 9.11: Fyrir sérhver a,b,c € R gildir reglan
efb<coga>0Dbaba<ca

Pad ad sérhvert p,, a € R, sé grupumodtun pydir ad fyrir sérhver a, b, c € R
gildir
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(b+ c)a = ba + ca
Ennfremur faest ad 0a = 0 og (—b)a = —(ba). Og 1t fra skilgreiningu okkar a
o fyrir a < 0 feest ad b(—a) = —(ba) og b0 = 0. Pad ad fyrir sérhvert « € R
gildir po(1) = a byoir ad

la=a
Og bar sem idg : R — R er stefnd métun radadra gripna og idg (1) = 1 ba
er p; = idg. Pad pyoir ad fyrir sérhvert a € R gildir

al =a
Ef ntd a,b € R ba er p, o pp : R — R stefnd métun radadra grupna og
(e © pp)(1) = pa(b) = ba. Af bvi leidir ad p, © 1y = fipe. En bad byodir ad
fyrir sérhvert ¢ € R gildir

(cb)a = c(ba)

Til ad sanna ad R sé einbaugur eigum vid na adeins eftir ad syna ad fyrir

sérhver a, b, c € R gildi

a(b+c) = ab+ ac
Pad gerum vid nu:
(i) Ef b > 0 og ¢ > 0 ba skodum vid grupumoétunina v : R — R, sem
skilgreind er med pvi ad setja v(x) = up(z) + po(z) fyrir 61l € R. Par sem
iy er strangt vaxandi ef b > 0 og pp(z) = 0 fyrir 61l x € R ef b = 0 pa gildir
ad pp(z) < wp(y) ef < y. Sama regla gildir fyrir p.. En ba gildir hun lika
fyrir v, svo ad v er stefnd. Vegna v(1) = up(1) + pe(1) = b+ ¢ ba hlytur pvi
V = lpie, sérilagi v(a) = ppie(a). En bad bydir ad ab + ac = a(b+ ¢).
(ii) Ef b < 0 og ¢ < 0 ba feest af (i) ad a(—(b + ¢)) = a((=b) + (—¢)) =
a(—b) + a(—c). Af bvi leidir ad a(b + ¢) = ab + ac.
(iii) Pasé b > 0 og ¢ < 0. Ef b+c > 0 ba feest af (i) ad ab = a((b+c)+(—c)) =
a(b+c)+a(—c). Af bvi leidir ad a(b+c) = ab+ac. Ef b+c < 0 ba feest af (ii)
ad ac = a((—b)+(b+c)) = a(—b)+a(b+c). Af bvi leidir ad a(b+c) = ab+ac.
(iv) Med tilfellid b < 0 og ¢ > 0 er farid a4 sama hatt og (iii).

Regluna, sem vid vorum ad sanna, mé lika orda pannig ad fyrir sérhvert

a € R sé vorpunin A\, : R — R, sem skilgreind er med pvi ad setja

Ao(z) = ax
fyrir 6ll x € R, moétun grapna. Vio viljum nd syna ad griapumoétanirnar
Ao, @ € R, séu stefndar. Par sem A_,(z) = (—a)r = —(ax) = —A,(z) og

Xo(z) = 0z = 0 fyrir 6ll x € R ba neegir ad sanna betta fyrir a > 0. En pad
pydir ad vio purfum ad syna ad
ef b<coga>0Dpaab<ac

En samkveemt ofanségdu ba er ac — ab = a(b — ¢). Og bar sem a > 0 og
c—b > 0 ba er, samkvaemt Setingu 9.11, a(c—b) > 0(c—b) = 0. Af bvi leidir
ad ac > ab.

Par sem sérhvert A\, : R — R, a € R, er stefnd métun radadra grapna og
Ao(1) = la = a ba hlytur A\, = p,. Pad pydir ad fyrir sérhver a,b € R gildir
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ab = ba
Med pessu hofum vid sannad ad R er vixlinn einbaugur. Par sem 1 # 0
og sérhvert i, : R — R, a # 0, er gagntaek vorpun pa faum vio eftirfarandi
setningu.

Setning 9.12: R er kroppur.

Gefin séu r,s € Q. Skrifum r = ™ med m € N og n € Z. Pa feest
audveldlega ad m-rs=n-s=m-rs. Af pvi leidir ad
rs=rs
Par med er sannad ad vorpunin ¢ : Q — R er einteek moétun kroppa.
Venjulega er ekki gerdur greinarmunur & r € Q og tilheyrandi staki r € R
og bvi litid & Q sem hlutkropp i R.

Skilgreining: Radadur kroppur er kroppur K asamt linulegri rodun < i K
bannig ad fyrir sérhver x,y, z € K gildi

efx <ybixr+z<y+=z

ef r <yog0<zbarz<yz

Sér i lagi eru Q og R radadir kroppar. Peir eru reyndar badir arkimediskt
radadir, p.e.a.s. arkimediskt radadar grapur med tilliti til samlagningar.

Setning 9.13: K sé arkimediskt radadur kroppur. P& er til ein og adeins
ein stefnd moétun radadra kroppa f : K — R. Hun er strangt vaxandi, sér {
lagi einteek.

Sénnun: I K hlytur ad gilda 1 > 0. (Annars veeri nefnilega 1 < 0 og b4 lika
—1 > 0 en petta tvennt geefi motsogn vid seinna skilyroid { skilgreiningunni &
r60udum kroppi.) Samkveemt Setningu 9.9 er pvi til ein og adeins ein stefnd
motun radadra grupna f : (K, +) — (R, +) bannig ad f(1) = 1. Auk bess er
f strangt vaxandi. Vid purfum pvi adeins ad syna ad f(ab) = f(a)f(b) fyrir
sérhver a,b € K. Par sem f(0) = 0 og f(—x) = —f(x) béa neegir ad sanna
betta fyrir a > 0.

Nua sé gefid a € K, a > 0. Paer f(a) > 0, sér i lagi f(a) # 0. Vid
skilgreinum vérpunina ¢ : K — R med bvi ad setja g(z) = f(a)” flaz)
fyrir sérhvert x € K. Pa er audvelt ad sja ad g : (K,+) — (R, +) er strangt
vaxandi motun radadra grapna. Auk pess er augljoslega g(1) = 1. Samkveemt
Setningu 9.9 hlytur pvi ¢ = f. Pad byoir ad f(ax) = f(a)f(x) fyrir sérhvert
r e K.

Radadi kroppurinn R hefur pann eiginleika ad sérhvert hlutmengi i R,
sem er ekki tomt og er takmarkad ad nedan 1 R, hefur steerstu nedri mork i
R. Neesta setning segir ad petta einkenni R.
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Setning 9.14: K sé radadur kroppur pannig ad sérhvert hlutmengi i K, sem
er ekki téomt og er takmarkad ad nedan i K, hefur steerstu nedri mork i K.
Pa er til ein og adeins ein einsmoétun radadra kroppa f: K — R.

Sonnun: Eins og { sénnun Setningar 9.6 sést ad K er arkimediskt radadur.
Samkvaemt Setningu 9.13 er pvi til ein og adeins ein stefnd moétun radadra
kroppa f : K — R. Hun er auk pess strangt vaxandi, sér { lagi eintaek. Vid
megum pvi gera rad fyrir ad K sé hlutkroppur i R og purfum adeins ad syna
a0 K = R.

Vid hofum 1 € K. Par sem (K, +) er hlutgriapa i (R,+) ba leidir af pvi
ad Z C K. Par sem (K*,-) er hlutgripa i (R*,-) ba leidir svo af pessu ad
QCK. EfniaeR,a=inf Amed A € T, ba leidir af forsendunni fyrir K
a0 infAe K, pe. ac K.
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10 Frumpattun

I pessum kafla er akvedinn vixlinn heilbaugur R lagdur til grundvallar.

Skilgreining: Ef a,b € R bé er sagt ad a gangi upp 7 b, tdknad a|b, ef til er
xr € R med b = xa.

I stad pess ad segja ad a gangi upp 1 b pé er lika sagt ad a sé pattur 1 b
eda ad b sé margfeldi af a.
Fyrir sérhvert a € R gildir augljoslega
lla
ala
al0
Auk Dess er 1jost ad
ef Ola baa=0
Ennfremur sést audveldlega ad fyrir sérhver a, b, c € R gildir
ef a|b og blc ba alc

Skilgreining: Ef a,b € R ba er sagt ad a sé tengt b ef a|b og b|a.

Audséd er a0 venzlin ,tengt” eru jafngildisvenzl i R. Auk pess er greinilegt
ad ef a er tengt a’ og b er tengt b’ ba gildir a|b ba og bvi adeins ad a'|l'.

Setning 10.1: Ef a,b € R ba er a tengt b pa og pvi adeins ad til sé eining u
i R med b = ua.
Sonnun: Ef u er eining { R pannig ad b = ua pa gildir lika a = u=1b. Af pvi
leidir ad a er tengt b.

Ef a er tengt b, segjum b = xa og a = yb med z,y € R, pa er a = yxra. Ef
a=0pab=20=0ogbvib=1la. Ef a # 0 pba leidir af a = yxra ad yr =1,
svo a0 x er eining { R.

Sér 1 lagi feest a0 1 er tengt a pa og pvi adeins ad a sé eining i R.

Skilgreining: Ef p € R, p # 0, ba er p sagt vera dpdattanlegt (i R) ef p er
ekki eining { R og einu stokin { R sem ganga upp i p eru 1 og p og stok tengd
peim.

Augljost er ad ef p er tengt ¢ ba er p 6pattanlegt pa og pvi adeins ad g sé
opattanlegt.

Ef pe R, p#0, og a,b € R pbannig ad p = ab pa er a tengt p pa og pvi
adeins ad b sé eining { R, pb.e. a0 b sé tengt 1. Af pessu sést ad:
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ef p € R, p # 0, ba er p 6pattanlegt pa og pvi adeins ad p sé ekki
eining { R og a0 fyrir sérhver a,b € R gildi
ef p=ab ba er a tengt p eda b tengt p

Skilgreining: Ef p € R, p # 0, ba er p sagt vera frumstak (i R) ef p er ekki
eining i R og fyrir sérhver a,b € R gildir
ef plab ba p|a eda plb

Augljost er ad ef p er tengt g pa er p frumstak pa og pvi adeins ad g sé
frumstak.
Ef p er frumstak i R pa faest strax med prepun yfir n ad fyrir sérhver
ai,...,a, € R gildir
ef p| T, a; ba er til ¢ € [1,n] bannig ad pla;

Setning 10.2: Sérhvert frumstak { R er ¢pattanlegt.

S6énnun: p sé¢ frumstak i R og a,b € R bannig ad p = ab. Pa feaest alp og b|p.
Ennfremur feest p|ab, svo ad pla eda p|b. Af bessu leidir ad a er tengt p eda b
er tengt p.

Vid skulum n, til a0 einfalda framsetninguna & pvi sem & eftir fer, koma
okkur saman um ad setja H?:1 a; = 1. Pa gilda reglurnar 1 kafla 8 lika {
tilfellinu n = 0. Vio skrifum lika Ny = N U {0}.

Skilgreining: Ef a € R, a # 0, ba er sagt ad a sé frumpdttanlegt (i R) ef til
er eining u i R, n € Ny og frumstok py,...,p, i R bannig ad a = uw[[}_, pi.

Med pvi ad taka n = 0 { skilgreiningu pessari pé faest ad sérhver eining i
R er frumpattanleg.

Skilgreining: Mengi P af frumstokum { R er sagt vera fulltriameng: fyrir
frumstokin { R ef fyrir sérhvert frumstak g i R er til eitt og adeins eitt p € P
pannig ad ¢ sé tengt p.

P sé fulltraamengi fyrir frumstokin 1 R.

Gefidséa € R. Ef a = v ][]}, ¢ med einingu v i R, n € Ny og frumstokum
q1,---,qn ba er fyrir sérhvert i € [1,n] til p; € P bannig ad ¢; sé tengt
pi, segjum ¢; = u;p; med einingu u; { B. En pa er a = o[ (wp;) =
v([T, wi) (I, pi) = w1, p; med einingunni u = v [}, u; { R.

Petta synir ad {1 skilgreiningu okkar & frumpéattanlegum stékum hefoum
vi0 matt einskorda okkur vid frumstokin i P.

Neaesta setning segir ad frumpattanlegt stak 1 R sé, { adalatridum, ekki
frumpattanlegt nema a einn héatt.
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Setning 10.3: P sé fulltraamengi fyrir frumstokin 1 R. Ef u og v eru einingar
iR, n,me&Ngogp1,...,Pnsq1,---,qm € P pannig ad

qui = UH%
=1

i=1

bé er u = v, n = m og til er gagnteck vorpun o : [1,n] — [1,n] bannig ad
Po(i) = ¢; fyrir sérhvert i € [1,n].

Sonnun med prepun yfir m:

wm = 0% Gefid er ad u[[;_,p; = vl = v, svo ad [[;_, p; er eining i R. Pad
gengur greinilega ekki nema n = 0 og pbar med u = v.
m=k—m=Fk+1% Gefid er ad u[[_, p; = vaIll ¢;- Péa gengur qpiq
upp 1 w[], p;, bar med lika upp 1 [[}_, p;- Pad er bvi til j € [1,n] bannig
ad qx11|p;- En bar sem p; er opattanlegt og g+ er ekki eining i R ba hlytur
qr+1 bar med ad vera tengt p;. Og bar sem g1 og p; eru beedi 1 P ba pyoir
bad ad gyy1 = pj. Nu er ljost ad rédin & py,...,p, skiptir ekki mali, svo
ad vi0 megum gera rad fyrir ad j = n, p.e. ad qxy1 = p,. En pa faest ad
u H?;ll P =0 Hle ¢i, svo a0 vid getum notad prepunarforsenduna.

Ef a € R ba er Ra := {xa|x € R} greinilega idal { R. Og ef I er idal i
R bé er augljost ad a € I pa og pvi adeins ad Ra C I.
Nu séu a,b € R. Samkveemt skilgreiningu gildir a|b ba og bvi adeins ad
b € Ra. Vid faum pvi ad
alb ba og bvi adeins ad Rb C Ra
og par med
a er tengt b pa og bvi adeins ad Ra = Rb
sér 1 lagi
a er eining i R pa og pvi adeins ad Ra = R

Setning 10.4: Ef p € R, p # 0, pa gildir

p er frumstak pba og bvi adeins ad R/Rp sé heilbaugur
Sénnun (a € R/Rp takni deild staksins a € R.): Ad 1 # 0 bydir einmitt ad
1 ¢ Rp, b.e. ad p sé ekki eining i R. AD Ty =0 leidi af sér T =0 eday =0
byoir ad xy € Rp leidi af sér ad x € Rp eda y € Rp. En pad bydir einmitt ad
plzy leidi af sér ad p|z eda p|y.

Skilgreining: Idul af taginu Ra med a € R eru kollud héfudidul i R. R er
sagour vera hofudioalabaugur ef sérhvert idal i R er hofuodioal.

Setning 10.5: Ef R er héfudidalabaugur og p er 6pattanlegt stak i R ba er
R/ Rp kroppur.
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S6énnun (a € R/Rp takni deild staksins a € R.): Par sem p er ekki eining i R
baer 1 ¢ Rp, svo ad 1 # 0. Nt sé gefid a € R bannig ad a@ # 0, b.e. a ¢ Rp.
Audvelt er ad sja ad mengid Ra+ Rp := {za+yp|x,y € R} er idal i R. Par
sem R er hofudidalabaugur pa er til b € R pannig ad Ra + Rp = Rb. Pa er
Rp C Rb, svo ad b|p. En bar sem a € Ra+ Rp en a ¢ Rp ba er Rb # Rp, svo
a0 b er ekki tengt p. Par sem p er 6pattanlegt pa leidir af pessu ad b er eining
i R, par med Ra + Rp = R. Pad eru pvi til x,y € R med xa + yp = 1. En
vegna Jp = 70 = 0 ba leidir af pessu ad Ta = 1, svo ad @ er eining { R/Rp.
Petta synir ad R/Rp er kroppur.

Par sem kroppur er sér 1 lagi heilbaugur pa er naesta setning afleiding af
Setningum 10.4 og 10.5.

Setning 10.6: Ef R er hofudidalabaugur pa er sérhvert 6pattanlegt stak 1 R
frumstak.

Og bé er komid ad hofudsetningu pessa kafla:

Setning 10.7: Ef R er hofudidalabaugur pa er sérhvert stak i R frumpatt-
anlegt — nema 0.

Sonnun: Ef a € R, a # 0, veeri ekki frumpéttanlegt pa veeri a sér i lagi
ekki eining { R og ekki frumstak, samkveemt Setningu 10.6 par med ekki
6pattanlegt. Pad veeru pvi til sték b og ¢ i R, hvorugt tengt a, pannig ad
a = be. Stokin b og ¢ geetu pa ekki baedi verid frumpattanleg, pvi ad margfeldi
frumpéttanlegra staka er greinilega frumpéttanlegt.

Med prepun yfir n fengist fjolskylda (a,),en af stokum a, i R, a1 = a,
bannig ad fyrir sérhvert n € N gilti a,41|a,, en a,,1 ekki tengt a,, b.e.
Ra, C Ra,y.

Pé veeri I := J,cn Ran greinilega 1dal { R, svo ad til veeri d € R med
I = Rd. Vegna d € Rd veeri til m € N bannig ad d € Ra,,, par med
Rd C Ra,,. En bar sem Ra,,,; C I fengist pa ad Ra,,.1 C Ra,,, { métsdgn
vio ad Ra,, C Ra;,.1.

Neaesta setning gefur okkur grunndeemid um baug sem heegt er ad nota
Setningu 10.7 4.

Setning 10.8: Z er hoéfudidalabaugur.
Sonnun: Heimaverkefni.

Mengi allra jakvesedra frumstaka (frumtalna) i Z er oftast valid sem full-
traamengi fyrir frumstokin 1 Z.

Bent skal 4 ad af Setningu 10.5 leidir na ad Z/Zp er kroppur ef p er
frumtala.
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